
基于周期事件触发机制的分布式资源分配算法

李志勇,谈世磊

引用本文:

李志勇, 谈世磊. 基于周期事件触发机制的分布式资源分配算法[J]. 控制与决策, 2025, 40(2): 563-571.

在线阅读 View online: https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2024.0351

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

基于协同控制的串联超级电容电压均衡策略

Voltage equalization strategy for series-connected ultracapacitors based on cooperative control

控制与决策. 2021, 36(8): 1997-2001   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1736

基于神经网络的电力系统暂态稳定分布式自适应控制

Neural network-based distributed adaptive control for power system transient stability

控制与决策. 2021, 36(6): 1407-1414   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1168

基于周期动态事件触发的网络化切换系统的分析与控制

The anlysis and control for networked switched systems based on periodic event-trigger

控制与决策. 2021, 36(10): 2467-2474   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2020.0281

事件触发机制下分布时滞网络化控制系统H∞故障检测

Event-triggered H∞ fault detection for networked control systems with distributed delays

控制与决策. 2020, 35(12): 3059-3065   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0456

自适应事件触发的马尔科夫跳变多智能体系统一致性

Adaptive event-triggered consensus for Markovain jumping multi-agent systems

控制与决策. 2020, 35(11): 2780-2786   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2018.1507

http://kzyjc.alljournals.cn
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2024.0351
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1736
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1168
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2020.0281
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0456
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0456
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2018.1507


第 40卷 第 2期 控 制 与 决 策 Vol.40 No.2
2025年 2月 Control and Decision Feb. 2025

基于周期事件触发机制的分布式资源分配算法

李志勇1, 谈世磊2†

(1. 西南交通大学电气工程学院，成都 611756；2. 中国科学技术大学计算机科学与技术学院，合肥 230026)

摘 要: 针对有限通信带宽下的多智能体系统最优资源分配问题,研究一种周期事件触发的分布式优化算法.首
先,在连续时间型分布式加权梯度算法上,通过一种新的李雅普诺夫函数综合出一种事件触发通信机制,其触发器
只需以一个固定周期采样自身状态信息并评估触发条件来判断是否需要进行通信;然后,通过稳定性分析表明,所
提出分布式优化算法以指数速率收敛至最优解,这种周期事件触发机制不仅自然地排除芝诺行为,而且不需要触
发器进行实时的检测;最后,通过数值仿真验证了所提出分布式事件触发优化算法的有效性.
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Abstract: This article studies a periodic event-triggered distributed optimization algorithm for the optimal resource
allocation of multi-agent systems under limited communication bandwidth. Based on the continuous-time distributed
weighted gradient algorithm, a new Lyapunov function is proposed to synthesize an event-triggered communication
mechanism. In this mechanism, each agent only needs to sample its own state information and evaluate the
event-triggered condition at fixed intervals to determine whether communication is required. The stability analysis
shows that the distributed optimization algorithm converges to the optimal solution at an exponential rate. The periodic
event-triggered mechanism not only naturally eliminates Zeno behavior but also does not require real-time detection
triggers. Finally, numerical simulations verify the effectiveness of the proposed distributed event-triggered optimization
algorithm.
Keywords: multi-agent systems；resource allocation problem；distributed optimization；periodic event-triggered
communication；exponential convergence；continuous-time algorithm

0 引 䀰

多智能体系统分布式控制和优化由于具备良好

的鲁棒性、可扩展性等优势在过去20年被广泛研究.
分布式资源分配作为一类重要的多智能体系统分布

式优化问题具有广阔的应用场景,如多机器人系统的
任务调度[1]、智能电网的最优发电控制[2-3]、多无人机

协同运输的出力控制[4]等,因此,大量学者在近年对
各种各样的分布式资源分配问题进行了深入研究并

取得了较为丰富的成果[5].
针对等式约束的多智能体系统资源分配问题,文

献 [6]研究了一种迭代型分布式加权梯度算法,在二
次连续可微且强凸的目标函数下,采用线性矩阵不等
式描述了通信边权重与算法稳定性间的关系;文献
[7]研究了连续时间型的分布式加权梯度算法,并结
合凸优化理论和李雅普诺夫方法分析了优化算法的

稳定性;利用目标函数的二阶信息,文献 [8]设计了一
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种基于牛顿法的分布式资源分配算法;为了限制智
能体可供应的资源量,基于投影技术和拉格朗日对偶
原理,文献 [9]和文献 [10]分别提出了一种连续时间
和离散时间型分布式原始对偶优化算法来解决资源

分配问题;采用一种基于距离的精确罚函数来处理
智能体的局部可行性约束,文献 [11]和文献 [12]分别
提出了一种自适应调节罚参数的分布式原始对偶优

化算法和分布式加权梯度算法,引入的自适应机制避
免了传统精确惩罚法需要事先选择惩罚系数的弊端.

通信网络作为多智能体系统的基础,对分布式优
化算法的设计和分析具有重要的影响.上述分布式
资源分配算法考虑理想的通信网络,而实际的通信网
络是非理想的,如通信信道存在时延滞后[13]、单向通

信[14]、有限带宽[15-16]等限制.本文关注有限通信带宽
下的分布式资源分配问题.高通信带宽意味着高成
本,为了降低智能体对通信带宽的需求量,事件触发
通信机制被广泛应用于网络化系统的控制[17].在迭
代型分布式加权梯度算法上,文献 [18]设计了一种事
件触发通信的分布式资源分配算法;在文献 [9]的分
布式优化算法基础上,文献 [19]研究了事件触发的分
布式能源资源管理算法;文献 [20]进一步研究了通信
数据量化下的事件触发分布式资源分配算法;文献
[21]针对一类模型不确定的多智能体系统,研究了一
种事件触发的分布式资源分配算法.
随着嵌入式数字微处理器技术的普及,大多数控

制系统建立在数字电路上,控制算法的执行以周期采
样的方式进行.连续时间的事件触发优化算法[19-21]

需要智能体实时地检测触发条件,其需要专用的模拟
电路才能实现,这通常会增加设备成本且降低系统灵
活性.为了克服这个缺点,文献 [22-23]研究了基于周
期事件触发机制的分布式控制方案,这种方案只需智
能体在采样时刻检测触发条件;文献 [24]提出了一种
基于加权平均一致性的周期事件触发优化算法,求解
一类二次目标函数下的资源分配问题;进一步地,文
献 [25]研究了切换图下周期事件触发的分布式二次
资源分配算法;针对目标函数为一般强凸的资源分
配问题,文献 [26]提出了一种周期事件触发的分布式
原始对偶算法.虽然周期事件触发分布式资源分配
问题的研究已取得一定成果,但是仍然存在一些问
题有待进一步讨论.如:文献 [24]算法的输出方程需
要使用除法运算;文献 [25-26]算法需要多个积分运
算,使得这些算法的计算复杂度较大.因此,如何设计
无除法运算或较少积分运算的分布式周期事件触发

优化算法还需进一步研究.另外,现有的周期事件触

发分布式资源分配算法[24-26]只在理论上保证渐近收

敛,而一些实际应用期望实现指数收敛,因此,设计指
数收敛的周期事件触发分布式优化算法也是一个值

得研究的问题.
在现有研究的基础上,本文提出一种基于周期事

件触发通信的分布式加权梯度优化算法,用于求解一
类等式约束下的多智能体系统资源分配问题.主要
内容包括以下两点: 1)针对分布式加权梯度算法,提
出一种新的李雅普诺夫函数进行稳定性分析;相比
于现有文献 [6-7, 12-13, 18]的分析方法,所提出方法
可用于时变需求下分布式加权梯度算法的稳定性分

析. 2)不同于文献 [19-21]的触发器需要实时检测,所
提出触发器只需在周期采样时刻进行检测,并且更易
于排除芝诺行为;相比于文献 [24-26]的周期事件触
发优化算法仅能保证渐近稳定,所提出周期事件触发
算法以指数速率收敛至最优解.

1 问题描述
1.1 优化问题数学模型

考虑由n个智能体组成的多智能体系统,其目标
是以分布式的方式且尽可能少的通信量求解如下资

源分配问题:

min f(x) =
n∑

i=1

fi(xi); (1a)

s.t.
n∑

i=1

xi =

n∑
i=1

Xi. (1b)

其中: f(x) : Rn → R为多智能体系统的全局目标函

数,x= [x1, x2, . . . , xn]
T为多智能体系统的决策变量,

fi(xi) :R→R为智能体 i关于资源供应量 (即决策变
量)xi的局部目标函数,Xi为智能体 i的资源需求数

据,
n∑

i=1

Xi为系统的总资源需求.本文对目标函数作

出如下假设.
假设1 智能体 i的局部目标函数fi(xi)为二次

函数,即fi(xi)=aix
2
i + bixi(ai>0).

注1 二次目标函数的资源分配问题在实际中

广泛存在,如电力系统的发电成本优化[7,10]和多无人

机运输的出力优化[4]等均可用二次优化求解.根据
凸优化理论[27]可知:假设1意味着局部目标函数是强
凸的,因此优化问题(1)有唯一的最优解.
引理 1 [27] 若资源分配问题 (1)是强凸的,则

x∗ = [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n]

T为资源分配问题 (1)的最优解
当且仅当存在实数η满足以下条件:

∇fi(x∗i ) = η, ∀i, (2a)
n∑

i=1

x∗i =

n∑
i=1

Xi. (2b)
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引理 1描述了资源分配问题 (1)最优解的特征,
可以看出,最优分配值满足等式约束和梯度一致性,
这为分析分布式优化算法的稳定性提供了理论基础.

注2 实际上,资源分配问题 (1)在二次目标函

数下的最优解可写出解析表达式x∗i =
η − bi
2ai

,其中

η=

n∑
i=1

(
Xi +

bi
2ai

)
n∑

i=1

1

2ai

为最优拉格朗日乘子[28].上述解

析解需要利用多智能体系统全局信息进行集中式求

解,而本文关注如何利用尽可能少的智能体以及邻居
的局部信息进行分布式求解.此外,由解析解易知,若
所有局部目标函数设置为fi(xi) =

1

2
x2i ,则相应的最

优解为x∗i =

n∑
i=1

Xi

n
,即二次优化问题退化为平均一

致性问题,这表明所提出算法也直接适用于平均一致
性问题[22].

1.2 图理论基础

多智能体系统的通信网络用加权无向图G=(V,
E , A)表示.其中:V = {1, 2, . . . , n}为智能体集合,
E ⊆ V ×V为通信链路的集合,A = [aij ] ∈ Rn×n为

通信图的邻接矩阵.若无向边(i, j)∈ E ,则智能体 i与

j可交换彼此的信息,因此aij = aji > 0;否则, aij =

aji = 0.智能体 i的通信邻居集表示为Ni = {j ∈ V|
(i, j) ∈ E}.若任意两个智能体间均存在一组通信边
可连接它们,则图G是连通的.图G的入度矩阵定义
为D= diag{d1, d2, . . . , dn},其中第 i个对角元素di =∑
j∈Ni

aij为智能体 i的入度.图G的拉普拉斯矩阵定义

为L=D −A.
对于无向连通图和任意实向量y ∈ Rn,不等式

yTLy ⩽ λny
Ty成立,λn为拉普拉斯矩阵的最大特征

值.若实向量满足1Tny = 0, 1n为全是1的n维列向量,
则不等式yTLy ⩾ λ2y

Ty成立,λ2为拉普拉斯矩阵的
最小非0特征值.
假设2 多智能体系统的通信图G是无向且连

通的.

2 优化算法设计和分析

2.1 算法设计

令多智能体系统的采样周期为h> 0,智能体 i在

每个采样时刻 {tl = lh| l = 0, 1, . . . ,m, . . .}检查触
发条件,则智能体 i发送信息到邻居智能体的时刻为

{tik= likh| lik∈ l, k=0, 1, . . .},其中ti0=0, ∀i.在连续时
间型分布式加权梯度算法[7]上,提出如下周期事件触

发的分布式优化算法:

żi = ui = k
∑
j∈Ni

aij(∇̂fj(xj)− ∇̂fi(xi)), (3a)

xi = zi +Xi. (3b)

其中: zi为智能体 i的辅助状态变量,其初始值满足
n∑

i=1

zi(0) = 0;ui为智能体 i的控制输入; k > 0为控制

增益; ∇̂fi(xi)为智能体 i的最新广播梯度,即在 t ∈
[tik, t

i
k+1),有∇̂fi(xi)=∇fi(xi(tik)).将分布式算法 (3)

写为矩阵形式,有

ż = −kL∇̂f(x), (4a)

x = z +X. (4b)

这里: z = [z1, z2, . . . , zn]
T,X = [X1, X2, . . . , Xn]

T,
∇̂f(x)=[∇̂f1(x1), ∇̂f2(x2), . . . , ∇̂fn(xn)]T.

为了设计触发器来决定需要通信的时刻,定义智
能体i的采样时刻梯度测量误差ei(tl)为

ei(tl) = ∇̂fi(xi)−∇fi(xi(tl)), (5)

其中∇fi(xi(tl))为智能体 i在采样时刻的梯度.定义
智能体i的广播梯度局部不一致误差ψ̂i为

ψ̂i =
∑
j∈Ni

aij(∇̂fi(xi)− ∇̂fj(xj)). (6)

基于以上定义,智能体 i的通信事件触发器设计

为

ETi(ei(tl), ψ̂i) = ei(tl)
2 − µiψ̂

2
i > 0, (7)

其中µi为与智能体参数相关的正常数,其表达式为

µi = δi

2ai −
diai
αi

− diai
βi

− 4khλna
2
i

αidiai +
∑
j∈Ni

βjaijaj
, (8)

这里δi ∈ (0, 1),αi >di和βi >di为智能体 i的触发器

参数.
注3 智能体 i的触发器 (7)在周期采样时刻 t=

tl时判断是否触发一次事件,以进行相应的通信和
控制输入更新:若在 t = tl时刻,触发器 (7)的不等式
满足,则智能体 i触发一次事件,智能体 i将当前采样

时刻的梯度∇fi(xi(tl))置为最新广播梯度 ∇̂fi(xi),
发送给其通信邻居并更新自身控制输入,同时智能
体 i的通信邻居在收到最新广播梯度 ∇̂fi(xi)时,也
进行控制输入更新;若在 t = tl时刻,触发器 (7)的
不等式不满足,则智能体 i未触发一次事件,不需要
进行通信和控制输入更新.由此可见,智能体 i的第

k (k = 0, 1, . . .)次通信事件触发时刻 (即发送信息到
邻居智能体的时刻){tik}为周期采样时刻{tl}的一个
子序列,这表明触发器 (7)实现了减少通信次数的目
标.相比于文献 [19-21]优化算法的触发器需要利用
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实时测量误差ei(t)进行实时的检测,所提出触发器
只在周期采样时刻 t = tl进行检测,因此所提出触发
器比文献 [19-21]触发器的计算负担更小且更易于在
基于数字电路的控制设备上实现.

2.2 稳定性分析

下面给出本文的主要结果.
定理1 若假设1和假设2成立,且多智能体系统

的采样周期满足

0 < h <
n

min
i=1

{2ai −
diai
αi

− diai
βi

4kλna2i

}
, (9)

则在通信事件触发器 (7)作用下,分布式算法 (3)以指
数速率收敛至资源分配问题 (1)的最优解,且算法不
存在芝诺行为.
证明 通信图是无向连通的,因此由式 (4a),可

得到以下等式:

1Tnż = −k1TnL∇̂f(x) = −k0Tn∇̂f(x) = 0. (10)

考虑到
n∑

i=1

zi(0)=0,式 (10)意味着
n∑

i=1

zi(t)=0.因此

由式 (4b),可进一步得到
n∑

i=1

xi=

n∑
i=1

Xi,即算法 (3)始

终满足最优性条件(2b).
选择以下李雅普诺夫函数:

V =
1

2
∇f(x)TL∇f(x), (11)

其中∇f(x) = [∇f1(x1),∇f2(x2), . . . ,∇fn(xn)]T.假
设2的图连通性表明拉普拉斯矩阵L是半正定的, 0
为L的一个简单特征值且span{1n}为L的零空间.因
此,由文献 [29]的定理1可知,V 关于梯度一致性误差
Λ=L∇f(x)是正定的. V 沿着系统(4)的时间导数为

V̇ = ∇f(x)TL∇̇f(x) =

∇f(x)TL∇2f(x)ẋ =

∇f(x)TL∇2f(x)ż =

− k∇f(x)TL∇2f(x)L∇̂f(x), (12)

这里 ∇2f(x) = diag{∇2f1(x1),∇2f2(x2), . . . ,

∇2fn(xn)}为海塞矩阵.
为了进一步分析式 (12),定义智能体 i的实时梯

度测量误差为ei(t)= ∇̂fi(xi) −∇fi(xi),实时梯度测
量误差向量为e(t) = [e1(t), e2(t), . . . , en(t)]

T,则梯度
可写为∇f(x)=∇̂f(x)− e(t).因此式(12)变为

V̇ = −k(∇̂f(x)− e(t))TL∇2f(x)L∇̂f(x) =

− k∇̂f(x)TL∇2f(x)L∇̂f(x)+

ke(t)TL∇2f(x)L∇̂f(x). (13)

令采样时刻梯度测量误差向量e(tl) = [e1(tl), e2(tl),

. . . , en(tl)]
T 和采样时刻梯度向量 ∇f(x(tl)) =

[∇f1(x1(tl)),∇f2(x2(tl)), . . . ,∇fn(xn(tl))]T.在任意
两个连续采样时刻之间 (即 t ∈ [lh, lh + h)(∀l)时),根
据e(tl)和e(t)的定义,可得到

e(t) = e(tl) +∇f(x(tl))−∇f(x).

由假设1可知

∇f(x(tl))−∇f(x) = ∇2f(x)(x(tl)− x).

对于t∈ [lh, lh+ h),由 ż(t)= ż(lh),可得到x− x(tl)=

z−z(tl)=−(t−tl)kL∇̂f(x).因此,得到e(t)=e(tl)+

(t − tl)k∇2f(x)L∇̂f(x),将其代入式 (13),得到 V̇ 在

t∈ [lh, lh+ h)(∀l)为

V̇ = −k∇̂f(x)TL∇2f(x)L∇̂f(x)+

ke(tl)
TL∇2f(x)L∇̂f(x)+

(t− tl)k
2∇̂f(x)TL∇2f(x)L∇2f(x)L∇̂f(x) =

− k

n∑
i=1

∇2fi(xi)ψ̂
2
i+

k

n∑
i=1

di∇2fi(xi)ψ̂iei(tl)−

k

n∑
i=1

∑
j∈Ni

aij∇2fi(xi)ψ̂iej(tl)+

(t− tl)k
2ψ̂T∇2f(x)L∇2f(x)ψ̂, (14)

其中 ψ̂ = [ψ̂1, ψ̂2, . . . , ψ̂n]
T.通过Young不等式xy ⩽

x2

2τ
+
τy2

2
(τ > 0)对式 (14)中的交叉项 ψ̂iei(tl) (取

τ = αi > 0)和 ψ̂iej(tl) (取 τ = βi > 0)进行分解,得
到

n∑
i=1

di∇2fi(xi)ψ̂iei(tl) ⩽

n∑
i=1

di∇2fi(xi)

2αi
ψ̂2
i+

n∑
i=1

αidi∇2fi(xi)

2
ei(tl)

2 (15a)

和

−
n∑

i=1

∑
j∈Ni

aij∇2fi(xi)ψ̂iej(tl) ⩽

n∑
i=1

∑
j∈Ni

aij∇2fi(xi)

2βi
ψ̂2
i+

n∑
i=1

∑
j∈Ni

βiaij∇2fi(xi)

2
ej(tl)

2 =

n∑
i=1

∑
j∈Ni

aij∇2fi(xi)

2βi
ψ̂2
i+
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n∑
i=1

∑
j∈Ni

βjaij∇2fj(xj)

2
ei(tl)

2, (15b)

其中式 (15)的最后一项由无向图aij = aji的性质获

得.注意到,海塞矩阵为∇2fi(xi)=2ai,式 (15)可进一
步写为

n∑
i=1

di∇2fi(xi)ψ̂iei(tl) ⩽

n∑
i=1

(diai
αi

ψ̂2
i + αidiaiei(tl)

2
)

(16a)

和

−
n∑

i=1

∑
j∈Ni

aij∇2fi(xi)ψ̂iej(tl) ⩽

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(aijai
βi

ψ̂2
i + βjaijajei(tl)

2
)
. (16b)

同时,注意到, t− tl<h,则式(14)最后一项放缩为

(t− tl)k
2ψ̂T∇2f(x)L∇2f(x)ψ̂ ⩽

(t− tl)k
2λnψ̂

T∇2f(x)∇2f(x)ψ̂ ⩽

4hk2λn

n∑
i=1

a2i ψ̂
2
i . (17)

将式(16)和(17)代入(14),得到

V̇ ⩽ −k
n∑

i=1

(
2ai −

diai
αi

− diai
βi

− 4khλna
2
i

)
ψ̂2
i+

k
n∑

i=1

(
αidiai +

∑
j∈Ni

βjaijaj

)
ei(tl)

2. (18)

为了保证式 (18)中 ψ̂2
i 前的系数为正,从而可进行后

续的分析,需取αi > di和βi > di,且采样周期h在如

式 (9) 所示的区间.由于智能体的触发器强制
ETi(ei(tl), ψ̂i)⩽0,式(18)变为

V̇ ⩽ −k
n∑

i=1

(1− δi)γiψ̂
2
i , (19)

其中γi = 2ai −
diai
αi

− diai
βi

− 4khλna
2
i .定义 δ̄ =

n
max
i=1

{δi}, γ=
n

min
i=1

{γi},则由式(19),可得到

V̇ ⩽ −k(1− δ̄)γ∇̂f(x)TLL∇̂f(x). (20)

下面分析 ∇̂f(x)TLL∇̂f(x)与V 的关系,从而给
出V 的收敛速率.令L1/21n = Y , 则Y TY = 1TnL1n =

0,于是得到Y = 0n(0n为全是0的n维列向量),进一
步地,可得到Y T∇̂f(x) = 1TnL

1/2∇̂f(x) = 0.因此,得
到以下不等式:

∇̂f(x)TLL∇̂f(x) = (L1/2∇̂f(x))TLL1/2∇̂f(x) ⩾

λ2∇̂f(x)TL∇̂f(x). (21)

将∇f(x)=∇̂f(x)− e(t)代入式(11),得到

V =
1

2
(∇̂f(x)− e(t))TL(∇̂f(x)− e(t)) =

1

2
(∇̂f(x)TL∇̂f(x) + e(t)TLe(t)−

2e(t)TL∇̂f(x)). (22)

对式(22)的−2e(t)TL∇̂f(x)使用Young不等式,得到

−2e(t)TL∇̂f(x) ⩽ e(t)TLe(t) + ∇̂f(x)TL∇̂f(x).
(23)

将式(23)代入(22),可得到

V ⩽ ∇̂f(x)TL∇̂f(x) + e(t)TLe(t) ⩽

∇̂f(x)TL∇̂f(x) + λne(t)
Te(t). (24)

注意到, e(t) = e(tl) + (t − tl)k∇2f(x)L∇̂f(x),因此,
有

e(t)Te(t) =

e(tl)
Te(tl) + 2(t− tl)ke(tl)

T∇2f(x)L∇̂f(x)+

(t− tl)
2k2∇̂f(x)TL∇2f(x)∇2f(x)L∇̂f(x) ⩽

e(tl)
Te(tl) + (t− tl)ke(tl)

Te(tl)+

(t− tl)k∇̂f(x)TL∇2f(x)∇2f(x)L∇̂f(x)+

(t− tl)
2k2∇̂f(x)TL∇2f(x)∇2f(x)L∇̂f(x) ⩽

(1 + hk)e(tl)
Te(tl)+

āhk(1 + hk)∇̂f(x)TLL∇̂f(x). (25)

其中:第 1个不等式是对 e(tl)
T∇2f(x)L∇̂f(x)应用

Young不等式的结果, ā =
n

max
i=1

{4a2i }.由触发器强制
条件,将式(25)进一步变为

e(t)Te(t) ⩽ (1 + hk)(µ̄+ āhk)∇̂f(x)TLL∇̂f(x) ⩽

ϖλn∇̂f(x)TL∇̂f(x). (26)

这里: µ̄=
n

max
i=1

{µi},ϖ=(1 + hk)(µ̄ + āhk).将式 (26)
代入(24),得到

V ⩽ (1 +ϖλ2n)∇̂f(x)TL∇̂f(x). (27)

结合式(20)、(21)和(27),可得到

V̇ ⩽ −
k(1− δ̄)γλ2

1 +ϖλ2n
V. (28)

式 (28)表明V 以指数速率
k(1− δ̄)γλ2

1 +ϖλ2n
收敛至0,由V

的定义,意味着∇f(x)以指数速率收敛至 span{1n},
即梯度∇f(x)收敛至最优性条件 (2a).因此,所提出
分布式算法 (3)在通信事件触发器 (7)下以指数速率
收敛至多智能体系统资源分配问题 (1)的最优解.此
外,采样周期h表明智能体 i的两个连贯通信事件的
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间隔时间 tik+1 − tik至少为一个采样周期h,因此芝诺
行为可排除. 2

注4 现存周期事件触发的分布式资源分配优

化算法[24-26]只保证渐近收敛性,而所提出算法 (3)能
够保证指数收敛性.同时,文献 [24]算法的输出方程
需要1次加法和1次除法运算,而所提出算法 (3)的
输出方程只需要1次加法运算;文献 [25]和文献 [26]
算法分别需要2个和3个积分运算,而所提出算法 (3)
只需要1个积分运算.因此,所提出算法比文献 [24-
26]算法有更低的计算复杂度.另外,现有文献 [6-7,
13, 18]对分布式加权梯度算法的稳定性分析采用
f(x) − f(x∗)作为李雅普诺夫函数,而本文采用不依

赖x∗的
1

2
∇f(x)TL∇f(x)作为李雅普诺夫函数.当资

源分配问题的需求时变时,优化问题的最优解x∗(t)

是未知且时变的,这使得含x∗(t)的李雅普诺夫函数

难以分析时变需求下分布式加权梯度算法的稳定性,
而所提出分析方法则可以,相关结果将在下文的推论
中给出.据了解,这是首个关于连续时间型分布式加
权梯度算法在时变需求下的稳定性结论,其展现出所
提出分析方法的新颖性.

推论1 对于如下时变需求下的分布式加权梯

度算法:

żi = k
∑
j∈Ni

aij(∇fj(xj)−∇fi(xi)), (29a)

xi = zi +Xi(t), (29b)

状态变量zi的初始值设置与分布式算法 (3)相同.若
假设2成立,智能体 i的二次连续可微目标函数满足

mi ⩽∇2fi(xi) ⩽ Mi,智能体 i时变需求Xi(t)的变

化率满足 sup
t∈[0,∞)

|Ẋi(t)| ⩽ X̄i,且控制增益满足k >

0.5M̄ .其中:mi、Mi、̄Xi为正常数, M̄ =
n

max
i=1

{Mi}.则
分布式算法 (29)以指数收敛速率实现对时变最优解
x∗(t)的最终有界跟踪.
证明 条件mi ⩽ ∇2fi(xi) ⩽Mi表明目标函数

fi(xi)为mi强凸且Mi光滑的
[7,9],强凸性意味着时

变最优解x∗(t)是唯一的.首先,类似定理1的分析可

知
n∑

i=1

xi(t) =

n∑
i=1

Xi(t),即分布式算法 (29)在时变

需求下始终满足最优性条件 (2b).然后,选取 V1 =
1

2
∇f(x)TL∇f(x)为李雅普诺夫函数,V1沿着系统

(29)的时间导数为

V̇1 = ∇f(x)TL∇2f(x)(−kL∇f(x) + Ẋ) =

− kΛT∇2f(x)Λ+ ΛT∇2f(x)Ẋ. (30)

其中: Ẋ = [Ẋ1(t), Ẋ2(t), . . . , Ẋn(t)]
T,Λ = L∇f(x).

对式(30)右侧第2项应用Young不等式分解,可得到

ΛT∇2f(x)Ẋ ⩽ ΛT∇2f(x)∇2f(x)Λ

2
+
ẊTẊ

2
⩽

M̄ΛT∇2f(x)Λ

2
+
ẊTẊ

2
. (31)

将式(31)代入(30),得到

V̇1 ⩽ −(k − 0.5M̄)ΛT∇2f(x)Λ+ 0.5ẊTẊ ⩽

− (k − 0.5M̄)mΛTΛ+ 0.5ẊTẊ, (32)

这里m =
n

min
i=1

{mi}.由不等式 (21)可知,ΛTΛ =

∇f(x)TLL∇f(x)⩾ λ2∇f(x)TL∇f(x) = 2λ2V1,将其
代入式(32),可得到

V̇1 ⩽ −2(k − 0.5M̄)mλ2V1 + 0.5
n∑

i=1

X̄2
i ⩽

− c1V1 + c2. (33)

其中: c1 = 2(k − 0.5M̄)mλ2, c2 = 0.5

n∑
i=1

X̄2
i .根据文

献 [30]的定理1可知,V1以至少c1的指数速率最终收

敛至有界区域Θ⩽ c2
c1
内,这表明算法 (29)使得多智能

体系统的∇f(x)实现了对最优性条件η(t)1n的最终

有界跟踪.因此,算法 (29)以指数收敛速率实现了对
时变最优解x∗(t)的最终有界跟踪.2

注5 由定理1的稳定性分析可知,所提出分布
式算法 (3)的采样周期上界值、收敛速率和通信次数
与多智能体系统的控制增益密切相关.控制增益增
大将加快收敛速率,但是,将减小采样周期上界值且
增加单位时间内的通信次数,这是由于大的控制增益
使得系统的状态变化更快;反之,减小控制增益将减
慢收敛速率,但是,可以增大采样周期上界值且减少
单位时间内的通信次数.因此,实际应用时应权衡收
敛速率需求与系统通信能力,选择合适的控制增益.
注6 所提出分布式算法是对现有分布式加权

梯度算法[6-7,12-13,18]的进一步研究,尽管指数收敛算
法能够满足大部分应用的需求,但是一些应用需要优
化算法具备有限时间收敛性能[28],因此,未来值得进
一步研究有限时间收敛的周期事件触发分布式资源

分配问题.另一方面,如同现有分布式加权梯度算法,
所提出算法也需要传输智能体的梯度信息给其通信

邻居.在恶意网络窃听环境下,梯度信息交换可能会
导致隐私信息泄露.因此,研究具备隐私信息安全性
的分布式资源分配算法是又一值得考虑的问题.

3 数值仿真

本节首先用数值仿真验证所提出理论结果的有

效性,然后将本文结果与一些现有结果进行比较.仿
真采用一个包含4智能体的系统,智能体间的通信连
接如图1所示.邻接矩阵元素的权重取值为{0, 1},智
能体 i目标函数系数ai、bi的取值如表1所示.仿真中
设置控制增益k=3,采样周期h=0.002 s,其余控制参
数δi、αi、βi, zi(0)的取值如表1所示.
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1 2

4 3

图 1 多智能体系统通信拓扑

表 1 目标函数系数和控制参数

智能体 i ai bi δi αi βi zi(0)

智能体1 0.357 2.854 0.89 3.5 3.2 0

智能体2 0.086 12.61 0.65 3.4 4.1 0

智能体3 0.198 6.039 0.78 4.6 3.7 0

智能体4 0.628 1.327 0.97 5.5 5.8 0

图2∼图5分别为多智能体系统在资源需求数据
X1 = 40、X2 = 50、X3 = 30、X4 = 20下的仿真结

果.
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图 2 智能体的梯度轨迹
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图 3 决策变量总和的轨迹
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图 4 智能体的决策变量轨迹
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图 5 智能体的触发时刻

图 2显示每个智能体的梯度收敛至一致性值
22.17;图3显示所有智能体的决策变量和始终等于总

资源需求
n∑

i=1

Xi = 140,即最优性条件 (2)满足;同时,

由图4可见,每个智能体的决策变量收敛至相应的最
优值x∗ = [27.06, 55.60, 40.74, 16.60]T,这表明所提出
算法 (3)能够求得资源分配问题 (1)的最优解;图5显
示了智能体的事件触发时刻,每个触发时刻表示智能
体需要进行一次通信,由图 5可见,事件触发机制避
免了连续周期的通信.
作为对比,表 2给出文献 [7]无触发机制分布式

加权梯度算法、文献 [26]事件触发分布式原始对偶
算法与所提出事件触发分布式加权梯度算法(3)收敛
至V ⩽0.001智能体所需的通信次数.

表 2 智能体的通信次数

智能体 i 智能体1 智能体2 智能体3 智能体4

文献 [7]算法 839 839 839 839

文献 [26]算法 97 56 73 74

本文算法 15 8 11 18
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图 6 李雅普诺夫函数的轨迹
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图 7 本文算法和文献 [7]算法的控制输入



570 控 制 与 决 策 第40卷

由表2可见,事件触发的算法比无触发机制的算
法能够大大减少通信次数,这表明事件触发机制能够
有效降低通信负担.另外,图6为上述3个算法下李雅
普诺夫函数的进化轨迹.由图6可见,所提出事件触
发的分布式加权梯度算法比文献[7]无触发机制的分
布式加权梯度算法有更快的收敛速率,这是由于事件
触发机制使得控制输入在两个连贯事件间保持为常

数,使得在控制的早期阶段事件触发算法的控制输入
比无触发机制算法的控制输入大,这一现象可在如图
7所示的所提出算法和文献 [7]算法的控制输入曲线
(即分布式加权梯度算法在有或无事件触发机制下的
控制输入)发现.同时,由图6可见,所提出周期事件触
发算法比文献 [26]周期事件触发算法有更快的收敛
速率,这展示了所提出指数收敛算法的优势.

4 结 论

本文提出了一种周期事件触发机制的分布式加

权梯度算法,降低了多智能体系统求解资源分配问题
对通信带宽的需求.基于一种新的李雅普诺夫函数,
不仅给出了所提出周期事件触发算法实现最优资源

分配的充分条件,也分析了时变需求下分布式加权梯
度算法的稳定性.所提出周期事件触发算法不仅避
免了触发器的实时检测,还能保证算法以指数速率收
敛至最优解.在后续的研究中,将在一般强凸目标函
数和隐私安全需求下,进一步研究指数收敛甚至有限
时间收敛的周期事件触发分布式时变资源分配算法.
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