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具有非凸输入约束的不确定严格反馈系统

有限时间自适应跟踪控制

张腾飞, 李明星†

(北京航空航天大学自动化科学与电气工程学院，北京 100191)

摘 要: 针对一类具有非凸输入约束和外界干扰的不确定多输入多输出严格反馈非线性系统,提出一种有限时间
自适应神经网络动态面跟踪控制方案.首先,通过引入非凸约束算子,将所设计反馈控制输入转化为与其同方向
具有最大幅值的实际输入向量,进而保证实际控制输入始终保持在非凸约束集合内;然后,采用径向基神经网络逼
近不确定连续函数向量,以解决控制增益矩阵上下界未知情形下的控制问题,并利用不等式放缩处理未知有界干
扰;接着,利用反步法设计有限时间自适应动态面跟踪控制器,保证闭环系统所有信号均为一致最终有界的,实现
期望轨迹的有限时间跟踪控制;最后,给出数值仿真算例以表明所提出控制方案的有效性.
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Finite-time adaptive tracking control of uncertain strict-feedback systems
with nonconvex input constraint
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(School of Automation Science and Electrical Engineering，Beihang University，Beijing 100191，China)

Abstract: A finite-time adaptive neural network dynamic surface tracking control scheme is proposed for a class of
uncertain multiple-input multiple-output strict-feedback nonlinear systems with nonconvex input constraint and external
disturbance. Firstly, by introducing a nonconvex constraint operator, the designed feedback control input is transformed
into the actual input vector with the largest value in the same direction, thus the actual control input is always kept in the
nonconvex constraint set. Secondly, the radial basis neural network is used to approximate the uncertain continuous
function vector to solve the control problem with unknown upper and lower bounds of the control gain matrix, and the
inequality reduction is utilized to deal with the unknown bounded disturbance. Then, a finite-time adaptive dynamic
surface tracking controller using the backstepping approach is proposed to ensure that all signals of the closed-loop
system are ultimately uniformly bounded, and to realize the finite-time tracking control of the desired trajectory.
Finally, a numerical simulation is provided to illustrate the effectiveness of the proposed control scheme.
Keywords: nonconvex input constraint；finite-time stability；dynamic surface control；adaptive neural network；
backstepping design；uncertain strict-feedback system

0 引 䀰

凭借对机器人、船舶、航空航天、电力系统以及化

工过程等实际物理系统良好的建模能力,严格反馈系
统引起了控制领域研究者的广泛关注.反步法作为
严格反馈系统最有效的控制设计工具之一,已取得了
大量研究成果[1-6].为了解决系统阶数增加时反步设

计过程对虚拟控制器进行重复微分造成的“复杂度

爆炸”问题,动态面控制方法被提出并广泛应用[7-12],
其主要思想是在反步控制设计的每一步引入一阶低

通滤波器以近似虚拟控制器.此外,针对系统动力学
模型不确定问题,通过将传统的自适应反步控制设
计理论与其他先进的非线性控制设计技术相结合,从
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而对不确定非线性动力学进行近似或学习来形成参

数化非线性被控系统,涌现了包括神经网络[9-15]和模

糊逻辑系统[1,16-20]在内的一些有效的智能自适应反

步控制设计方法.然而,上述文献均是针对单输入单
输出 (SISO)严格反馈系统展开研究,并获得了一致
最终有界性的结果.考虑到控制工程中大多数实际
系统均是多变量和非线性的,近年来,许多研究者针
对多输入多输出 (MIMO)严格反馈系统进行了深入
研究[21-28].文献 [21]针对一类不确定MIMO非线性
系统提出了基于神经预测器的动态面并行控制方法;
通过设计干扰观测器,文献 [22]针对具有死区约束和
外界干扰的MIMO离散非线性严格反馈系统提出了
自适应神经网络控制方法;利用模糊逻辑系统控制
方法,文献 [23-28]分别考虑了MIMO系统的输出反
馈[23]、有限[24]/固定[25]时间收敛、预设性能[26-27]、传

感器故障[28]等问题.
由于物理条件的制约,实际系统中执行机构的控

制能力并不是无穷大的,通常存在输入受限现象,而
理论分析过程所设计的控制器可能会超出执行机构

的最大控制能力,降低系统性能甚至影响系统稳定
性.鉴于此,一些研究者针对输入饱和下的严格反馈
系统的控制问题进行了深入研究[3,29-38].文献 [29]针
对具有输入饱和约束和外界干扰的不确定非线性系

统提出了鲁棒自适应控制方法;文献 [30]为具有输入
死区和饱和的SISO不确定严格反馈系统提出了基
于观测器的自适应模糊有限时间预设性能控制方法;
文献 [31]考虑了未知控制系数下的自适应输入饱和
补偿控制问题;文献 [32-33]分别为存在外界干扰和
输入死区的SISO系统提出了事件驱动的自适应神经
网络控制方法;文献 [3]和文献 [34]利用障碍李雅普
诺夫函数分别考虑了输入饱和以及状态约束下的不

确定SISO严格反馈系统和随机非线性系统的跟踪控
制问题;文献 [35]给出了输入饱和下自适应渐近跟踪
控制结果;而文献 [36-37]则考虑了预设性能要求;文
献 [38]针对输入饱和下的MIMO非线性系统提出了
自适应跟踪控制方案.
虽然利用光滑饱和函数近似方法对输入饱和问

题进行处理并取得了大量相关成果[29-38],但是这些
成果很少考虑实际MIMO系统中控制输入不同分量
的约束幅值互相耦合影响的非凸输入约束情形,如多
关节机械臂由于关节间的耦合使得机械臂姿态的变

化会引起不同关节驱动力矩幅值约束的变化;固定
翼飞行器的速度与发动机推力有关,姿态角速率的变
化则与副翼、升降舵以及方向舵的偏转角度有关,其

控制输入分量无论是量纲还是数值限制可能均相差

很大,导致控制输入受限于非凸约束集.因此,针对非
凸输入约束下不确定MIMO严格反馈系统的跟踪控
制问题展开深入研究具有重要的理论意义和应用价

值.本文考虑不确定MIMO严格反馈非线性系统,针
对非凸输入约束、未知外界干扰和有限时间收敛性

能,提出一种自适应神经网络动态面跟踪控制方案.
具体内容如下.

1)与考虑输入饱和的文献 [29-38]不同,本文通
过引入非凸约束算子处理非凸输入约束问题,将所设
计反馈控制输入转化为与其同方向具有最大幅值的

实际输入向量,能够保证实际控制输入始终位于对应
的非凸集合内.

2)相比于文献 [11-19, 23-25, 30-34]中的结果,本
文仅需干扰有界和期望轨迹及其一阶导数连续有界

的假设条件,无需额外限制干扰连续条件和期望轨迹
二阶及以上导数连续有界条件,放松对外界干扰和期
望轨迹的假设限制.

3)利用神经网络技术,提出一种快速实际有限时
间稳定的自适应动态面控制设计方案,相比于文献
[15-18, 22, 32-34]中的结果,所提出控制器与自适应
律中设计参数的选取范围与控制增益矩阵上界和下

界无关,使得控制器的设计过程更加简单.

1 问题描述与预༷知䇶

考虑一类具有如下动力学描述的不确定MIMO
严格反馈非线性系统:

ẋi = fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 + di(t, x),

i = 1, 2, . . . , n− 1;

ẋn = fn(x̄n) + gn(x̄n)u+ dn(t, x);

y = x1.

(1)

其中:xi ∈Rl, x̄i = [xT1, x
T
2, . . . , x

T
i ]

T ∈Ril, i=1, 2, . . . ,

n,且x= x̄n∈Rnl、y∈Rl和u∈Rl分别为系统状态、输

出和控制输入向量; fi(x̄i) : Ril → Rl为未知光滑函

数构成的向量; gi(x̄i) : Ril→Rl×l为未知光滑函数构

成的增益矩阵; di(t, x) : R1+nl→Rl为未知干扰向量.
控制输入被限制在非凸集合内,即u∈Ω ⊂ Rl,这里Ω

为非空有界闭集且0∈Ω.
本文的控制目标是为系统 (1)设计非凸输入约

束控制器u ∈ Ω,使得系统输出y能够跟踪期望轨迹

r∈Rl,闭环系统所有信号有界,并保证跟踪误差在有
限时间内收敛至原点的小邻域内.
注1 与文献 [1-20]中考虑的单输入严格反馈系

统相比,MIMO非线性系统 (1)更加实用,能够应用于
多关节机械臂、倒立摆等实际物理系统的拉格朗日动
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力学模型.此外,与文献 [29-38]中考虑的饱和输入约
束不同,系统 (1)受到非凸输入约束的制约,考虑了不
同输入分量约束幅值间的耦合影响.

假设1 未知控制增益矩阵gi(x̄i)(i = 1, 2, . . . ,

n)为对称的,且对于任意 x̄i存在未知正常数αi、βi满

足0 < αi ⩽ |λm(gi(x̄i))| ⩽ |λM (gi(x̄i))| ⩽ βi,其中
λm(gi)和λM (gi)分别为矩阵 gi的最小和最大特征

值.不失一般性,假设λm(gi(x̄i))>0.
假设2 未知干扰向量di(i=1, 2, . . . , n)有界,即

存在未知常数d∗i >0满足∥di∥⩽d∗i .
假设3 期望轨迹r及其导数 ṙ连续且有界,即存

在未知常数r∗和r∗d满足∥r∥⩽r∗, ∥ṙ∥⩽r∗d.
注2 机械臂、无人车、倒立摆等实际机械系统的

拉格朗日动力学模型的惯性矩阵是正定有界的,表明
了假设1的合理性.相比于文献 [13, 15-18]中不考虑
外界干扰或要求干扰连续有界,假设2取消了干扰连
续的条件.与文献 [19, 23-25, 30-34]中假设期望轨迹
足够光滑以及文献 [11-12, 14-18]中假设期望轨迹二
阶连续可导且有界相比,假设3无需期望轨迹二阶及
以上导数连续有界,放宽了对参考轨迹的要求.

引理1 [38] 令x∈R,对于任意ν>0,有

0 ⩽ |x| − x tanh
(x
ν

)
⩽ 0.278 5ν. (2)

特别地,若x∈Rn,则式(2)为

0 ⩽ ∥x∥ − xT tanh
(nx

ν

)
⩽ 0.278 5ν. (3)

引理2 [11] (Young’s不等式) 令x、y ∈ Rm,对于
任意ϵ>0,有

xTy ⩽ ϵp

p
∥x∥p + 1

qϵq
∥y∥q, (4)

其中p、q>1且满足(p− 1)(q − 1)=1.
引理3 [15] 对于任意近似精度ε∗和连续向量函

数f(x) : U→Rm,其中U ∈Rn为紧集,存在理想权值
矩阵W ,使得非线性向量函数f(x)能够被下式所示

的径向基神经网络任意精度逼近:

f(x) = W TS(x) + ε(x). (5)

这里:S(x) = [s1(x), s2(x), . . . , sp(x)]
T为高斯基函数

向量, ε(x)为近似误差向量且满足∥ε(x)∥ ⩽ ε∗,理想
权值矩阵W满足

W = arg min
Ŵ∈Rp×m

{sup
x∈U

∥Ŵ TS(x)− f(x)∥}. (6)

引理4 [39] 考虑非线性系统 ẋ= f(x),x(0)=x0,
x ∈ Rm,若存在径向无界连续正定函数V (x)满足

V̇ (x)⩽−aV p(x) − bV (x) + c,其中a、b、c > 0且0<

p < 1,则系统为快速实际有限时间稳定的且系统状

态收敛至∥x∥ ⩽
√

2c

(1− δ)a
.调整时间满足T (x0) ⩽

1

δb(1− p)
ln⩽

(
1 +

δbV (x0)
1−p

a

)
且0<δ<1.

2 非凸约束算子

为了处理非凸输入约束问题,定义如下非凸约束
算子.
定义1 非凸约束算子Φ(·)满足

Φ(z) =


Ψ(z)z

∥z∥
, z ̸= 0;

0, z = 0;

(7)

且 sup
z∈Ω

∥Φ(z)∥=ϕ>0和 inf
z /∈Ω

∥Φ(z)∥=φ>0.函数Ψ(z)

为

Ψ(z) = sup
0⩽b⩽∥z∥

{
b
∣∣∣ abz∥z∥

∈ Ω, ∀0 ⩽ a ⩽ 1
}
, (8)

其中a和b均为标量参数.利用该算子,记

h(µ) =


∥Φ(µ)∥
∥µ∥

, µ ̸= 0;

1, µ = 0.

(9)

这里µ为所要设计的控制输入.由于Φ(µ)与µ具有相

同的方向,非凸约束控制输入可表示为u= h(µ)µ且

显然有0<h(µ)⩽1.
注3 非凸约束算子Φ(·)能够将反馈输入µ转化

为与其同方向具有最大幅值的向量Φ(µ),使得对于
所有a ∈ [0, 1]有aΦ(µ) ∈ Ω,即在无需任何凸性假设
下保证实际控制输入始终保持在非凸约束集合Ω内.
上确界ϕ表明Ω内任意一点与原点的距离是有界的,
即控制输入有界;下确界φ表明原点在非凸约束集内

部,确保非凸输入约束下的实际控制输入在任意方向
的可变量不恒为0,即控制输入方向可变,具有稳定控
制系统的能力.图1给出了实例以更加直观地表明算
子Φ(·)的作用.

z3

z4

z2

O
Ω

Φ( )z4

Φ( )z3

Φ( )z2

Φ( ) =z z1 1

图 1 非凸约束算子Φ(x)

3 控制设计

本节将利用反步法和动态面技术为严反馈非线

性系统(1)设计非凸输入受限下的自适应神经网络有
限时间跟踪控制器.首先定义如下坐标变换:{

e1 = y − r;

ei = xi − η̂i−1, i = 2, 3, . . . , n.
(10)

其中 η̂i为如下一阶滤波器的输出:

τi ˙̂ηi+η̂i=ηi, η̂i(0)=ηi(0), i=1, 2, . . . , n− 1. (11)
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这里: τi> 0为滤波时间参数; ηi为后续所设计的虚拟
控制器,且定义滤波误差为 η̃i= η̂i − ηi.
为了便于控制设计,定义如下符号:

ϖi = ∥Wi∥2, ϖ̃i = ϖ̂i −ϖi. (12)

其中:Wi为与第 i步中神经网络权值矩阵Wi相关的

自适应参数,用于减轻在线计算负担; ϖ̂i为其估计值;
ϖ̃i为对应的估计误差.

下面利用反步法和动态面技术进行自适应控制

设计,具体步骤如下.
step 1:考虑动态面e1=y − r,其时间导数为

ė1 = f1 + g1(e2 + η1 + η̃1) + d1 − ṙ. (13)

由假设2和假3,得到∥d1 − ṙ∥⩽ d∗1 + r∗d,进而由引理
1,有

eT1(d1 − ṙ) ⩽

(d∗1 + r∗d)∥e1∥ ⩽

(d∗1 + r∗d)e
T
1 tanh

((d∗1 + r∗d)le1
ν1

)
+ 0.278 5ν1. (14)

选取李雅普诺夫函数为

V1 =
eT1e1
2α1

+
ϖ̃2

1

2
. (15)

由式(13)和(14),对V1求导,得到

V̇1 ⩽

eT1
α1

[
f1 + (d∗1 + r∗d) tanh

((d∗1 + r∗d)le1
ν1

)]
+

eT1g1
α1

(e2 + η1 + η̃1) + ϖ̃1
˙̃ϖ1 + 0.278 5ν1. (16)

利用引理3中的径向基神经网络近似如下未知连续
函数向量:

F1(X1) =

W T
1 S1(X1) + ε1(X1) =

f1
α1

+
d∗1+r∗d
α1

tanh
((d∗1+r∗d)le1

ν1

)
+

α2
1+2β2

1

2α2
1

e1. (17)

其中:X1 = [xT1, r
T]T,近似误差满足∥ε1(X1)∥ ⩽ ε∗1且

ε∗1为未知有界近似精度.因此,式(16)可写为

V̇1 ⩽ eT1F1(X1)−
α2
1 + 2β2

1

2α2
1

eT1e1 +
eT1g1e2
α1

+

eT1g1η1
α1

+
eT1g1η̃1
α1

+ ϖ̃1
˙̂ϖ1 + 0.278 5ν1. (18)

由假设1和引理2,得到

eT1g1η̃1
α1

⩽ β2
1∥e1∥2

α2
1

+
∥η̃1∥2

4
,

eT1ε1(X1) ⩽
∥e1∥2

2
+

ε∗
2

1

2
,

eT1W
T
1 S1(X1) ⩽ k11ϖ1∥S1(X1)∥2∥e1∥2 +

1

4k11
.

进一步地,将上式代入式(18),得到

V̇1 ⩽ eT1g1e2
α1

+
eT1g1η1
α1

+
∥η̃1∥2

4
+ ϖ̃1

˙̂ϖ1+

k11ϖ1∥S1(X1)∥2∥e1∥2 + ν∗
1 , (19)

其中ν∗
1 =

1

4k11
+

ε∗
2

1

2
+ 0.278 5ν1.

设计虚拟控制器为

η1 = −k11ϖ̂1∥S1(X1)∥2e1 − k12e1−
k13∥e1∥qsgn(e1), (20)

这里k11、k12、k13>0为正设计参数.根据假设1,有
eT1g1η1
α1

⩽ −k11ϖ̂1∥S1(X1)∥2∥e1∥2−

k12∥e1∥2 − k13∥e1∥q+1. (21)

设计自适应律为

˙̂ϖ1 = k11∥S1(X1)∥2∥e1∥2 − k14ϖ̂1, (22)

其中k14>0为正设计参数.将式 (20)和(22)代入 (19),
得到

V̇1 ⩽ eT1g1e2
α1

− k12∥e1∥2 − k13∥e1∥q+1+

∥η̃1∥2

4
− k14ϖ̃1ϖ̂1 + ν∗

1 . (23)

step i (i= 2, 3, . . . , n − 1):考虑动态面ei = xi −
η̂i−1,并选取李雅普诺夫函数为

Vi = Vi−1 +
eTi ei
2αi

+
ϖ̃2

i

2
+

η̃Ti−1η̃i−1

2
. (24)

与step 1类似,设计虚拟控制器为

ηi = −ki1ϖ̂i∥Si(Xi)∥2ei − ki2ei − ki3∥ei∥qsgn(ei),
(25)

其中ki1、ki2、ki3> 0为正设计参数.同样可设计自适
应律为

˙̂ϖi = ki1∥Si(Xi)∥2∥ei∥2 − ki4ϖ̂i, (26)

这里ki4>0为正设计参数.
利用式(23)∼ (26),得到

V̇i ⩽
eTi giei+1

αi
−

i∑
j=1

(kj2∥ej∥2 + kj3∥ej∥q+1)+

i−1∑
j=1

∥η̃j∥2

2
+

∥η̃i∥2

4
+

i−1∑
j=1

η̃Tj ˙̃ηj−

i∑
j=1

kj4ϖ̃jϖ̂j +

i∑
j=1

ν∗
j . (27)

stepn:考虑动态面en=xn − η̂n−1,时间导数为

ėn = fn + gnu+ dn − ˙̂ηn−1. (28)

由一阶滤波器 (11)可知, ˙̂ηn−1=− η̃n−1

τn−1
,并根据假设2

和引理1,有
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eTndn ⩽ d∗ne
T
n tanh

(d∗nlen
νn

)
+ 0.278 5νn. (29)

选取李雅普诺夫函数为

Vn = Vn−1 +
eTnen
2αn

+
ϖ̃2

n

2
+

η̃Tn−1η̃n−1

2
. (30)

由式(28)和(29),对Vi求导,得到

V̇n ⩽

V̇n−1 +
eTn
αi

[
fn + d∗n tanh

(d∗nlen
νn

)]
+

eTngn
αn

u+

eTnη̃n−1

αnτn−1
+ η̃Tn−1

˙̃ηn−1 + ϖ̃n
˙̃ϖn + 0.278 5νn. (31)

同样地,利用引理3中的径向基神经网络近似如下未
知连续函数向量:

Fn(Xn) = W T
nSn(Xn) + εn(Xn) =

gn−1en−1

αn−1
+

fn
αn

+
d∗n
αn

tanh
(d∗nlen

νn

)
+(1

2
+

1

α2
nτ

2
n−1

)
en. (32)

其中:Xn=[x̄Tn, e
T
n−1, e

T
n]

T,近似误差满足∥εn(Xn)∥⩽
ε∗n且ε∗n为未知有界近似精度.因此,式(31)可写为

V̇n ⩽ V̇n−1 +
eTngn
αn

u−
eTn−1gn−1en

αn−1
+ eTnFn(Xn)−(1

2
+

1

α2
nτ

2
n−1

)
eTnen +

eTnη̃n−1

αnτn−1
+

η̃Tn−1
˙̃ηn−1 + ϖ̃n

˙̂ϖn + 0.278 5νn. (33)

由假设1和引理2,得到

eTnη̃n−1

αnτn−1
⩽ ∥en∥2

α2
nτ

2
n−1

+
∥η̃n−1∥2

4
,

eTnεn(Xn) ⩽
∥en∥2

2
+

ε∗
2

n

2
,

eTnW
T
nSn(Xn) ⩽ kn1ϖn∥Sn(Xn)∥2∥en∥2 +

1

4kn1
.

进一步地,将上式代入式(33),得到

V̇n ⩽ V̇n−1 −
eTn−1gn−1en

αn−1
+

eTngnu

αn
+

∥η̃n−1∥2

4
+ kn1ϖn∥Sn(Xn)∥2∥en∥2+

η̃Tn−1
˙̃ηn−1 + ϖ̃n

˙̂ϖn + ν∗
n, (34)

其中ν∗
n=

1

4kn1
+

ε∗
2

n

2
+ 0.278 5νn.

设计非凸输入约束控制器为
µ = −κn1ϖ̂n∥Sn(Xn)∥2en − κn2en−

κn3∥en∥qsgn(en),

u = Φ(µ) = h(µ)µ.

(35)

这里:κn1、κn2、κn3 > 0为正设计参数,Φ(·)为定义1
中的非凸约束算子.根据假设1,有

eTngnu

αn
⩽ −κn1h(µ)ϖ̂n∥Sn(Xn)∥2∥en∥2−

κn2h(µ)∥en∥2 − κn3h(µ)∥en∥q+1. (36)

设计自适应律为

˙̂ϖn = kn1∥Sn(Xn)∥2∥en∥2 − kn4ϖ̂n, (37)

其中kn1、kn4 > 0为正设计参数且ϖ̂n(0)> 0,则对于
所有 t > 0恒有ϖ̂n(t)> 0.将式 (27)、(35)和 (37)代入
(34),得到

V̇n ⩽ −
n−1∑
i=1

(ki2∥ei∥2 + ki3∥ei∥q+1)−

κn2h(µ)∥en∥2 − κn3h(µ)∥en∥q+1−

(κn1h(µ)− kn1)ϖ̂n∥Sn(Xn)∥2+
n−1∑
i=1

∥η̃i∥2

2
+

n−1∑
i=1

η̃Ti ˙̃ηi−

n∑
i=1

ki4ϖ̃iϖ̂i +

n∑
i=1

ν∗
i . (38)

注4 式 (14)利用不等式放缩处理期望轨迹的
一阶导数 ṙ,避免其出现在所设计控制器和自适应律
中,从而在对ei、̃ηi、ϖ̃i求导时,无需出现期望轨迹的
二阶导数项 r̈.

4 稳定性分析

记e= [eT1, e
T
2, . . . , e

T
n]

T, η̃ = [η̃T1 , η̃
T
2 , . . . , η̃

T
n]

T, ϖ̃=

[ϖ̃1, ϖ̃2, . . . , ϖ̃n]
T,并定义如下紧集:

Ξ : = {[eT, η̃T, ϖ̃T]T | Vn ⩽ Bv}, (39)

其中Bv>0为任意正常数.
由假设3可知,对于任意Br > 0,集合Λ : = {[rT,

ṙT]T| ∥r∥2+∥ṙ∥2⩽Br}为紧集.由一阶滤波器(11),有

˙̃ηi = − η̃i
τi

− η̇i, (40)

则在紧集Ξ × Λ内存在常数 γi,使得 ∥η̇i∥ ⩽ γi.若
Vn ⩽ Bv,则e、̃η、ϖ̃均有界,由式 (35)可知,µ有界,即
存在正常数µ0满足∥µ∥ ⩽ µ0.进一步地,由定义1可
知∥Φ(µ)∥>φ,因此由式(9),得到

h0
∆
=

φ

µ0
⩽ h(µ) ⩽ 1. (41)

定理1 考虑不确定MIMO严反馈非线性系统
(1),采用式 (11)中的一阶滤波器,式 (20)、(25)和 (35)
中的虚拟控制输入和非凸输入约束控制器,以及式
(22)、(26)和 (37)中的自适应律,并选择满足如下条件
的设计参数:

ki1 > 0, ki2 > 0, ki3 > 0, ki4 > 0;

kn1 > 0, kn4 > 0,
1

τi
> 1,

i = 1, 2, . . . , n− 1;

κn1 >
kn1
h0

, κn2 > 0, κn3 > 0.

(42)
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则对于任意初始条件Vn(0)⩽Bv,闭环系统的所有信
号均为一致最终有界的且系统输出y能够在有限时

间内跟踪期望轨迹r.
定理证明过程略.
注5 由参数选取条件 (42)可知,各参数的选取

范围均与控制增益矩阵gi的上界和下界无关.此外,
考虑到控制器中符号函数的存在可能导致的抖振现

象,可利用双曲正切函数对其进行近似.

5 仿真分析

本节给出数值仿真算例来验证所提出理论结果

的有效性.考虑具有非凸输入约束和外界干扰的二
阶严格反馈非线性系统为

ẋ11 = x2
11 + x12 + (1 + 0.5 cos(x11))x21 + d11,

ẋ12 = x11e−x12 + (2 + sin(x11 + x12))x22 + d12,

ẋ21 = x11x12 + (2 + sin(x2
11x21))u1 + d21,

ẋ22 = x12 + x2
21 + (1− 0.5 cos(x21x22))u2 + d22,

y1 = x11,

y2 = x12.

其中: d11=0.3e−t sin(x11), d12=0.5e−t sin(x12), d21=
d22 = 0.2 × square(t)为外界干扰且 square(t)为方波
信号.选择期望轨迹信号为r=[r1, r2]

T=[0.8 sin(2t),
0.4 cos(3t)]T.系统初始状态为x(0) = [x11(0), x12(0),

x21(0), x22(0)]
T = [0.2,−1, 0.8, 0]T.由定理1的结果,

选取设计参数为k11 = 10, k12 = 5, k13 = 2, k14 = 1,
k21 = 0.1, k24 = 1,κ21 = 10,κ22 = 5,κ23 = 2, τ1 =

0.05.非凸输入约束集合选择为

Ω = {(u1, u2)| 0.5|u1|+ |u2| ⩽ 7.5}
∪

{(u1, u2)| 2|u1|+ |u2| ⩽ 15}.

由仿真结果图 2∼图 5可知,系统输出 y能够很

好地跟踪期望轨迹r,状态x2也可以跟踪虚拟控制器

η1,对应的跟踪误差e1和e2均有界.图6为自适应调
节参数ϖ̂1、̂ϖ2.图6表明自适应调节参数ϖ̂1和ϖ̂2有

界.图7对比了所设计无约束控制输入µ与经过非凸

约束算子Φ(·)限制的实际控制输入u.由图7可见,所
采用非凸约束算子能够限制实际输入的幅值,在小幅
值输入下实现系统的稳定.图8为非凸约束控制输入
的相平面轨迹,其始终位于非凸约束集合Ω内.

作为对比,将文献 [30]中所设计的输入饱和控制
方案应用于系统,选择非凸约束集合Ω内的最大输入

饱和约束集合为 |u1|⩽5, |u2|⩽5.
由仿真结果图9和图10可见,系统输出y和状态

x2的第1个分量能够跟踪期望轨迹 r和虚拟控制器

η1的对应分量,而无法保证第 2个分量的跟踪效果.
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图 2 系统输出y和期望轨迹r
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图 7 无/有约束控制输入µ和u
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图 8 非凸约束控制输入u相平面轨迹

对比图9与图11中的控制输入相平面轨迹可以看出:
控制输入u1在非凸约束集合和饱和约束集合均能够

保持在 [−5, 5]内;u2的幅值在非凸约束集合可以大

于5,然而在饱和约束集合只能取值在5以内,限制了
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图 9 文献 [30]控制方案下系统输出y和

期望轨迹r
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图 10 文献 [30]控制方案下状态x2和
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图 11 饱和约束控制输入u相平面轨迹

系统的控制能力,表明仅考虑输入饱和难以保证系统
达到稳定,进一步表明了所提出非凸输入约束控制方
案的有效性.
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6 结 论

本文针对一类具有非凸输入约束和外界干扰的

不确定MIMO严格反馈非线性系统,提出了有限时
间自适应神经网络动态面跟踪控制方案.通过引入
非凸约束算子,将所设计反馈控制输入转化为与其同
方向具有最大幅值的实际输入向量,保证其始终位于
对应的非凸集合内.利用径向基神经网络、不等式放
缩和动态面技术,设计了有限时间跟踪控制器,可避
免对控制增益矩阵上界和下界的需求,同时能够处
理不连续外界干扰给控制设计带来的难题.所提出
控制方案能够保证闭环系统所有信号为有界的,且可
以使得跟踪误差在有限时间内收敛至原点的小邻域

内.仿真结果验证了所提出方案的有效性.
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