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摘　要: 在基于  Lyapunov-Krasovskii泛函  (LKF)的时滞系统稳定性分析中, 如何处理由时变时滞引起的二次多

项式负定性条件是降低线性矩阵不等式  (LMI)条件保守性的关键. 为了降低现有条件的保守性, 本文提出一种基

于时滞区间分段与对称点切线逼近的分析方法. 该方法通过在二次多项式中引入对称点处的切线所得交点, 来界

定二次多项式的上界, 从而导出保守性更低的稳定性判据. 两个典型数值算例结果表明, 本文方法相较于现有主

流方法更具优越性.
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Abstract: In the stability analysis of time-delay systems based on Lyapunov-Krasovskii functionals (LKFs), handling
the negative definiteness problem of quadratic polynomials induced by time-varying delays is crucial for reducing the
conservatism of linear matrix inequality (LMI) conditions. To reduce the conservatism of existing methods, this paper
proposes  an  analytical  approach  based  on  delay-interval  partitioning  and  tangent  approximation  at  symmetric  points.
This method defines the upper bound of the quadratic polynomial by introducing the intersection points obtained from
the tangents at symmetric points, thereby yielding stability criteria with lower conservatism. Results from two typical
numerical examples demonstrate that the proposed method demonstrates superiority compared to existing mainstream
approaches.
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0    引　言

时滞现象广泛存在于现代工程系统中, 如网络

控制系统、电力系统、化工过程等. 时滞的存在往往

导致系统性能恶化, 甚至引发失稳, 因此, 时滞系统

的稳定性分析与控制设计一直是控制领域的研究热

点与难点.
现有的时滞系统稳定性判据可分为两类: 时滞

无关判据
[1]
和时滞相关判据

[2,3]. 前者不依赖于时滞

的具体数值, 而后者则充分利用时滞信息. 鉴于实际

工程系统中的时滞通常是已知或有界的, 时滞相关

判据能提供更贴合实际且保守性更低的分析结果,
因此已成为该领域的研究主流

[4-7]. 基于时滞相关稳

定性判据的研究, 可以从两个方面改进稳定性判据.
一是 LKF的构造

[8], 另一个则是对其导数项的估计.
对于 LKF的构造, 常见降低保守性的方法包括

增广 LKF方法
[9], 多重积分 LKF方法

[10]
和时滞分

段 LKF方法
[11]. 这些改进的 LKF方法共同特点是引

入了一些时滞交叉项和系统状态信息, 在一定程度

上降低了稳定性判据的保守性. 针对 LKF导数项的

估计, 目前的处理手段主要包含以下三类方法. 第一

类是估计其二次型的积分项, 通常需要通过积分不

等式来进行放缩 , 常用的是 Jensen不等式
[12]
、

Wirtinger不等式
[13,14]

及其扩展形式等; 第二类是处

理 LKF导数中的时滞相关项
[15-18]; 第三类是对经过
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以上处理后产生的时变时滞多项式函数, 寻找合适

的负定性条件. 其中, 关于时滞的二次多项式函数的

负定性分析是该领域的重要研究方向.

n

迄今为止, 针对二次多项式函数负定性的研究,
主要聚焦于基于函数性质分析的充分条件

[19]. 这类

方法通过在计算效率与保守性之间寻求有利的权衡,
受到了广泛关注. Kim等

[20]
首次提出了关于时滞的

二次函数负定性条件, Yang等[21]
对 Kim等

[20]
所提

出的时滞区间进行改进. 然而, 上述方法均未充分考

虑泛函导数在时滞区间内部变化, 因此, 保守性仍可

进一步降低. 为了更精细地刻画二次多项式在时滞

区间内的负定特性, 学者们的研究思路逐步转向切

线方法, 即利用不同切线交点处的函数值来界定二

次多项式的负定. 例如, Kim等
[22,23]

通过在时滞一端

点处作切线, 并根据另一处端点的函数值来界定该

二次函数的负定条件. 此外, Zhang等[24]
将端点处的

切线转移到了时滞区间内部, 发展了具有更大自由

度的改进条件. 近来, Chen等[25,26]
提出了时滞区间

均匀划分的策略, 通过将整个时滞区域均匀划分为

个子区域, 并分别在每个子区间端点处作切线, 利
用其子区间切线交点处函数值来界定该二次多项式

函数的负定. 然而, 这类方法的局限在于其切线的位

置和斜率不可自由调节, 所以结果仍然存在改进空

间. 因此, Liu等[27-30]
在此基础上进一步提出了利用

可调切线, 通过优化切线交点来降低保守性. 通常这

类方法依赖于更密集子区间划分的传统思路, 且并

未考虑到二次函数多项式本身存在的对称性, 会存

在一定保守性或计算较为复杂的问题.
基于上述分析, 针对时变时滞系统, 研究其稳定

性问题, 本文主要贡献为: 针对二次多项式函数, 提
出了一种新的负定性条件. 该方法通过在定义域对

称点处引入切线交点约束, 为二次多项式构建了更

精确的上界, 能够在不增加决策量的同时, 更精确地

刻画系统的稳定区域边界, 从而显著降低稳定性判

据的保守性.
Rn n Rn×m n×m

Sn
+ n× n ∥ · ∥

diag{·} ∗ col{x1, . . . ,

xn} = [xT
1 , . . . , x

T
n ]

T Sym{X} = X +XT

符号说明:  :  维欧氏空间;  :  实

矩阵集;  :  实对称正定矩阵集;  : 欧几里

得范数;  : 块对角矩阵;  : 对称项; 
;  . 

1    问题描述

考虑如下具有时变时滞的线性系统:{
ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− d(t)), t ⩾ 0

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0]
(1)

x(t) ∈ Rn A Ad其中 为系统状态 ,  和 为已知常数矩

ϕ(t) d(t)阵,  为初始条件,  表示满足以下条件的时变

时滞:

0 ⩽ d(t) ⩽ h, µ1 ⩽ ḋ(t) ⩽ µ2. (2)

在阐述主要结论之前, 首先介绍以下引理, 这些

引理对推导主要结论至关重要.
N ∈ N ξ ∈ Rn x

[α, β] → Rn Z ∈ Rn×n > 0

M ∈ R(N+1)n×m

引理 1.　[31]
　设 ,  , 且 是连续可

微函数:  . 对于任意矩阵 ,
, 以下不等式成立:

−
w β

α
xT (u)Zx(u)du ⩽ 2ζT

NΓ
T
NMξ+

(β − α)ξTMTZMξ. (3)

其中

ΓN = [πT
N(0) πT

N(1) . . . π
T
N(N)]T

Z = diag{ 1
Z
,
1

3Z
, . . . ,

1

(2N + 1)Z
}

ζN =



[χT(β), χT(α)]T, N = 0,

[χT(β), χT(α),
1

β − α
ΘT

0 ,

. . . ,
1

β − α
ΘT

N−1]
T, N > 0,

πN(k) =


[I −I] , N = 0,

[I (−1)k+1I θ0
NkI . . . θ

N−1
Nk I] ,

N ⩾ 1,

θj
pk =

{
(2j + 1)((−1)k+j − 1), j ⩽ k,

0, j > k,

Fk(u) = (−1)k
k∑

i=0

[(−1)i
(
k

i

)(
k + i

i

)
](
u− α

β − α
)i,

Θk =
w β

σ
Fk(u)x(u)du.

在处理基于 LKF的时滞系统稳定性分析中, 二
次多项式函数的负定性判定是关键环节. 本文引用

如下负定引理作为分析对比的基础:
f(z) = a2z

2 + a1z + a0(ai ∈
R, i = 0, 1, 2)

∀z ∈ [0, h] f(z) < 0

引理 2.　 [28]
　设

为二次函数, 若以下条件成立, 则对于

有 :

f(0) < 0, f(h) < 0,

− (κ− 1

2
)2h2a2 + f(

h

2
) < 0,

− κ2h2a2 + f(0) + f(κh) < 0,

− κ2h2a2 + f [(1− κ)h] + f(h) < 0,

(4)

κ ∈ [0,
1

2
]其中 .

注 1.　引理 2作为现有二次多项式负定条件的

典型代表, 通过检验区间端点、中点及对称点处的函

数值组合来确保多项式在整个区间上的负定性. 但
仍将时滞区间作为一个整体, 没有充分利用区间内

部更加精细的变化信息, 因此存在一定的保守性.
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基于引理 2的方法, 结合 Chen等 [25]
提出的时

滞区间划分方法, 本文提出如下引理:
f(z) = a2z

2 + a1z + a0(ai ∈ R, i
= 0, 1, 2)

∀z ∈ [0, h] f(z) < 0

引理 3.　设

为二次函数 , 若以下条件成立 , 则对于

有 :

f(0) < 0, f(h) < 0,

− κ2h2a2 + f(0) + f(κh) < 0,

− (κ− 1

2
)2h2a2 + f(κh) + f(

h

2
) < 0,

− (κ− 1

2
)2h2a2 + f [(1− κ)h] + f(

h

2
) < 0,

− κ2h2a2 + f [(1− κ)h] + f(h) < 0,
(5)

κ ∈ [0,
1

2
]其中 .

a2 ⩾ 0 f(z) [0, h]

f(0) < 0 f(h) < 0

∀z ∈ [0, h] f(z) < 0

证明 (i) 当 时,  在区间 上是凸函

数 . 因此 , 若 且 成立 , 则对于

有 .
a2 < 0 f(z) [0, h]

f(z)

(ii) 当 时,  在区间 上是凹函数.
考虑到 的凹性, 可推导出以下条件:

f(z) ⩽ (2a2x+ a1)(z − x) + f(x) = gx(z),

gx(z) f(z) z = x

κ ∈ [0, 1/2] [0, h]

{0, κh, h/2, (1− κ)h, h}
f(z)

f(z) [0, h]

∀z ∈ [0, h]

f(z) ⩽ gx(z) < 0

其中 表示 在 处的切线. 选择适当的

变量 , 并在区间 上选取采样点集

, 构造出来五条切线来逼

近 的上界. 这五条切线相邻相交可以构成一个

分段的线性函数, 由于 在区间 上是凹函数,
所以该分段线性函数的极大值点必然出现在相邻切

线的交点处. 若以下不等式成立, 则对于

有 :

g0(A) = gz1(A) = −κ2h2a2

2
+

f(0)

2
+

f(κh)

2
< 0,

gz1(B) = gh
2
(B) = −

(κ− 1

2
)2h2a2

2
+

f(h

2
)

2
+

f(κh)

2
< 0,

gh
2
(C) = gz2(C) = −

(κ− 1

2
)2h2a2

2
+

f(h

2
)

2
+

f [(1− κ)h]

2
< 0,

gz2(D) = gh(D) = −κ2h2a2

2
+

f [(1− κ)h]

2
+

f(h)

2
< 0,

A =
κh

2
B =

(2κ+ 1)h

4
C =

(3− 2κ)h

4
D =

(2− κ)h

2

即在图 1中要求 A, B, C, D四点的函数值皆小于零,

其 横 坐 标 分 别 ,  , 

,  . 显然 , 上述 A,  B,  C,

∀z ∈ [0, h] f(z) ⩽ gx(z) < 0

D四点的负定性条件分别等价于公式 (5)第二行到

第五行. 因此, 结合上述分类的两种情况, 只要公式

(5)成立, 则 有 . 证明完

成. □
 
 

0 kh h12
(1−k)h hf(x)

x
2

(1−k)h
4

(3−2k)h
4

(2k+1)h
2
kh

A

B

C

D

图1   引理 3 的二次多项式负定条件的几何解释
 

f(κh)

f [(1− κ)h]

注 2.　引理 3相较于引理 2的改进主要体现在

切线逼近机制的精细化. 具体体现为对称点 和

的附加约束. 通过引入更多的切线协同

作用来构建出更紧致的负定条件, 从而降低稳定性

判据的保守性.

κ

κ

注 3.　通过引入可调参数 , 引理 3建立了具有

更大自由度的改进条件. 引理 3与 Liu等[27-30]
提出

的可调切线方法相比, 本引理的核心优势在于将区

间划分思想与对称切线机制深度耦合. 后者虽实现

了切线位置可调节, 但忽略了函数本身的几何对称

性, 且在处理时滞区间时缺乏紧致的约束. 相比之下,

引理 3通过在各子区间构建关于中点对称的线性包

络, 能够以更少的决策变量实现对负定边界更严密

的界定. 因此, 如何优化选取参数 以最小化保守性,

成为一个核心问题.
 

2    稳定性分析

h µ1 µ2 κ∈ [0, 1]

R ∈ Sn
+ Pj ∈ S4n Qm ∈ S7n

+ m = 1, 2

M1j,M2j ∈ Rn×9n j = 0, 1, 2

定理 1.　对于给定的 ,  和 , 以及 ,

若存在矩阵 ,  ,  ( ),

以及任意矩阵 ( ), 使得

以下线性矩阵不等式成立, 则满足条件 (2)的时变时

滞系统 (1)是渐近稳定的:[
Υ(0, ḋt) hMT

1

∗ −hR̂

]
< 0, (6)

[
Υ(h, ḋt) hMT

2

∗ −hR̂

]
< 0, (7)
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[
Υ(

h

2
, ḋt) + Υ(κh, ḋt)− (κ− 1

2
)2a2h

2 h
⌣

M
T

21

∗ −hR21

]
< 0, (8)

Υ(
h

2
, ḋt) + Υ((1− κ)h, ḋt)

−(κ− 1

2
)2a2h

2 h
⌣

M
T

22

∗ −hR22

 < 0, (9)

[
Υ(0, ḋt) + +Υ(κh, ḋt)− κ2a2h

2 h
⌣

M
T

23

∗ −hR23

]
< 0,

(10)[
Υ((1− κ)h, ḋt) + Υ(h, ḋt)− κ2a2h

2 h
⌣

M
T

24

∗ −hR24

]
< 0, (11)

P2dt
2 + P1dt + P0 > 0. (12)

其中

dt = d(t), ht = h− dt, ḋt ∈ [µ1, µ2]

Υ(dt, ḋt) = Ξ(dt, ḋt) + Π1

Ξ(dt, ḋt) = Sym{ET
1 P̄E2}+

ET
1 (2dtḋtP2 + ḋtP1)E1+

ET
3 Q1E3 − (1− ḋt)E

T
4 Q1E4+

(1− ḋt)E
T
5 Q2E5 − ET

6 Q2E6+

Sym{ET
7 Q1E8 + ET

9 Q2E10}+ heTs Res

Π1 =
2∑

k=0

Sym{fT
1 E

T
2kM1k + fT

2 E
T
2kM2k}

Π2(dt) = htM1
T R̂−1M1 + dtM2

T R̂−1M2

a2(ḋt) = Sym{E1
TP2E2}+

F3
TQ1F3 − F6

TQ2F6−
(1− ḋt)(F4

TQ1F4 − F5
TQ2F5)+

Sym{F7
TQ1E8 + F8

TQ2E10}
Ml = col{Ml0,Ml1,Ml2}, l = 1, 2

R̂ = diag{R, 3R, 5R}

M̆21 = col{(3
2
− κ)M1, κM2,

1

2
M2}

M̆22 = col{(κ+
1

2
)M1, (1− κ)M2,

1

2
M2}

M̆23 = col{M1, (1− κ)M1, κM2}
M̆24 = col{M2, κM1, (1− κ)M2}

R21 = diag{(3
2
− κ)R̂, κR̂,

1

2
R̂}

R22 = diag{(κ+
1

2
)R̂, (1− κ)R̂,

1

2
R̂}

R23 = diag{R̂, (1− κ)R̂, κR̂}
R24 = diag{R̂, κR̂, (1− κ)R̂},

E1 = col{dtc2, htc3}
E2 = col{c5, c6}
E3 = col{c1, c7, dtc10}
E4 = col{c1, c8, dtc11}
E5 = col{c1, c8, htc12}
E6 = col{c1, c9, htc13}
E7 = col{dtc1, e1 − e2, dte4, d

2
tc14}

E8 = col{c4, 02n×9n, e1,−(1− ḋt)e2}
E9 = col{htc1, e2 − e3, hte6, h

2
tc15}

E10 = col{c4, 02n×9n, (1− ḋt)e2,−e3}
Fj = col{05n×9n, cj+7}, j = 3, . . . , 8,

c1 = col{e1, e2, e3}
c2 = col{e4, e5}
c3 = col{e6, e7}
c4 = col{es, (1− ḋt)e8, e9}
c5 = col{e1 − (1− ḋt)e2, e1 − (1− ḋt)e4 − ḋte5}
c6 = col{(1− ḋt)e2 − e3, (1− ḋt)e2 − e6 + ḋte7}
c7 = col{es, e1}
c8 = col{e8, e2}
c9 = col{e9, e3}
c10 = col{0n×9n, e4}
c11 = col{e4, 0n×9n}
c12 = col{0n×9n, e6}
c13 = col{e6, 0n×9n}
c14 = col{e5, e4 − e5}
c15 = col{e7, e6 − e7}
f1 = col{e2, e3, e6,−e6 + 2e7}
f2 = col{e1, e2, e4,−e4 + 2e5}
es = Ae1 +Ade2
E20 = [I,−I, 0, 0]

E21 = [I, I,−2I, 0]

E22 = [I,−I, 0,−6I]

ei = [0n×(i−1)n, I, 0n×(9−i)n], i = 1, 2, . . . , 9.

证明　构造如下的 LKF:

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt)

其中

V1(xt) = χT (t)P̄χ(t),

V2(xt) =
w t

t−dt

ζT
1 (t, s)Q1ζ1(t, s)ds+w t−dt

t−h
ζT
2 (t, s)Q2ζ2(t, s)ds,

V3(xt) =
w 0

−h

w t

t+θ
ẋT (s)Rẋ(s)dsdθ,

P̄ = P2d
2
t + P1dt + P0,

χ(t) = col{η2(t), η3(t)},
ζi(t, s) = col{η1(t), ρ1(s), ρi+1(s)}, i = 1, 2,

η1(t) = col{x(t), x(t− dt), x(t− h)},
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η2(t) = col{
w t

t−dt

x(s)ds,

1

dt

w t

t−dt

w t

θ
x(s)dsdθ},

η3(t) = col{
w t−dt

t−h
x(s)ds,

1

h− dt

w t−dt

t−h

w t−dt

θ
x(s)dsdθ},

ρ1(s) = col{ẋ(s), x(s)},

ρ2(s) = col{
w t

s
x(u)du,

w s

t−dt

x(u)du},

ρ3(s) = col{
w t−dt

s
x(u)du,

w s

t−h
x(u)du}.

Qi(i = 1, 2), R

P̄ > 0

注意到 是正定矩阵 , 只要保证

, 即满足 (12), 那么就可以保证 LKF正定.

接着计算 LKF导数

V̇1(xt) + V̇2(xt) + V̇3(xt) =

2χT (t)P̄ χ̇(t) + χT (t)(2dtḋtP2 + ḋtP1)χ(t)+

ζT
1 (t, t)Q1ζ1(t, t)−
(1− ḋt)ζ

T
1 (t, t− dt)Q1ζ1(t, t− dt)+

2
w t

t−dt

∂ζT
1 (t, s)

∂t
Q1ζ1(t, s)ds+

(1− ḋt)ζ
T
2 (t, t− dt)Q2ζ2(t, t− dt)−

ζT
2 (t, t− h)Q2ζ2(t, t− h)+

2
w t−dt

t−h

∂ζT
2 (t, s)

∂t
Q2ζ2(t, s)ds+

hẋT (t)Rẋ(t) + γ =

ξT (t)Ξ(dt, ḋt)ξ(t) + γ, (13)

其中

γ = −
w t

t−h
ẋT (s)Rẋ(s)dx,

ξ(t) = col{η1(t),
1

dt

η2(t),
1

ht

η3(t),

ẋ(t− dt), ẋ(t− h)}.

[t− h, t] [t− h, t− dt]

[t− dt, t] (N = 2)

这里, 将积分区间 划分为

和 . 利用引理 1 将两个子区间进行

分别估计:

γ = −
w t−dt

t−h
ẋTRẋds−

w t

t−dt

ẋTRẋds ⩽
2∑

k=0

[
2ϕT

1 E
T
2kM1kξ +

ht

2k + 1
ξTMT

1kR
−1M1kξ

]
+

2∑
k=0

[
2ϕT

2 E
T
2kM2kξ +

dt

2k + 1
ξTMT

2kR
−1M2kξ

]
=

ξT (Π1 +Π2(dt))ξ. (14)

其中

ϕ1(t)=col{x(t−dt), x(t−h),
1

ht

w t−dt

t−h
x(s)ds,

.− 1

ht

w t−dt

t−h
x(s)ds+

2

h2
t

w t−dt

t−h

w t−dt

s
x(u)duds} =

f1ξ(t), ϕ2(t) = col{x(t), x(t− dt),

1

dt

w t

t−dt

x(s)ds,

− 1

dt

w t

t−dt

x(s)ds+

2

d2
t

w t

t−dt

w t

s
x(u)duds} = f2ξ(t),

结合 (13)和 (14), 可以得到:

V̇ (xt) = ξT (t)[Υ(dt, ḋt) + Π2(dt)]ξ(t) = Γ(dt, ḋt).
(15)

Γ(dt, ḋt) ḋt ḋt ∈ [µ1, µ2]

Γ(dt, u1) < 0,Γ(dt, u2) < 0

Γ(dt, ḋt) < 0 Γ(dt, ḋt) dt

dt ∈ [0, h] Γ(dt, ḋt) < 0

注意到 是关于 的一次函数, 而 ,

如果 成立 , 那么就可以

保证 . 此外,  是关于 的二次

函数. 因此, 可以根据引理 3, 满足以下条件, 在保证

下, 得到 :

Υ(0, ḋt) + Π2(0) < 0, (16)

Υ(h, ḋt) + Π2(h) < 0, (17)

− (κ− 1

2
)2h2a2 +Υ(κh, ḋt) + Π2(κh)+

Υ(
1

2
h, ḋt) + Π2(

1

2
h) < 0, (18)

− (κ− 1

2
)2h2a2 +Υ[(1− κ)h, ḋt] + Π2

[(1− κ)h] + Υ(
1

2
h, ḋt) + Π2(

1

2
h) < 0, (19)

− κ2h2a2 +Υ(κh, ḋt) + Π2(κh)+

Υ(0, ḋt) + Π2(0) < 0, (20)

− κ2h2a2 +Υ[(1− κ)h, ḋt] + Π2[(1− κ)h]+

Υ(h, ḋt) + Π2(h) < 0. (21)

基于上述公式, 分别使用 Schur补引理, 可以对

应得到 (6)-(12). 因此, 该系统稳定, 证明完毕. □
V1

(
xt

)
P̄ = P2d

2
t + P1dt + P0 dt

注 4.　定理 1在泛函构造时,  中引入了

, 这种方式引入了更多的

相关项, 能够进一步优化稳定性分析.
为了进行对比, 根据引理 2, 可以得到如下稳定

性判据.
h µ1 µ2 κ ∈ [0, 1]

R∈Sn
+ Pj∈S4n Qm∈S7n

+ m = 1, 2

M1j,M2j ∈ Rn×9n j = 0, 1, 2

推论 1.　对于给定的 ,  和 , 以及 ,
如果存在矩阵 ,  ,  ( ),
以及任意矩阵 ( ), 使得

以下线性矩阵不等式成立, 则满足条件 (2)的时变时

第x期 陶伟康 等: 改进的二次多项式负定条件及其在时滞系统中的稳定性分析 5



滞系统 (1) 是渐近稳定的:[
Υ(0, ḋt) hMT

1

∗ −hR̂

]
< 0, (22)

[
Υ(h, ḋt) hMT

2

∗ −hR̂

]
< 0, (23)

[
Υ(

h

2
, ḋt)− (κ− 1

2
)2a2h

2 h
⌣

M
T

11

∗ −hR11

]
< 0, (24)

[
Υ(0, ḋt) + Υ(κh, ḋt)− κ2a2h

2 h
⌣

M
T

12

∗ −hR12

]
< 0,

(25)[
Υ((1− κ)h, ḋt) + Υ(h, ḋt)− κ2a2h

2 h
⌣

M
T

13

∗ −hR13

]
< 0, (26)

P2dt
2 + P1dt + P0 > 0. (27)

⌣
M 11 = col{1

4
M1,

1

4
M1,

1

2
M2}

⌣
M 12 = col{M1, (1− κ)M1, κM2}
⌣
M 13 = col{M2, κM1, (1− κ)M2}

R11 = diag{1
4
R̂,

1

4
R̂,

1

2
R̂}

R12 = diag{R̂, (1− κ)R̂, κR̂}
R13 = diag{R̂, κR̂, (1− κ)R̂}.

其他的符号在定理 1中定义相同.
证明 类似地, 可以计算到 (15), 接着根据引理 2,

可以得到:

Υ(0, ḋt) + Π2(0) < 0, (28)

Υ(h, ḋt) + Π2(h) < 0, (29)

− (κ− 1

2
)2h2a2 +Υ(

1

2
h, ḋt) + Π2(

1

2
h) < 0,

(30)

−κ2h2a2 +Υ(κh, ḋt) + Π2(κh)

+Υ(0, ḋt) + Π2(0) < 0,
(31)

−κ2h2a2 +Υ[(1− κ)h, ḋt] + Π2[(1− κ)h]

+Υ(h, ḋt) + Π2(h) < 0.
(32)

再使用 Schur补引理即可获得对应推论 1中对

应的公式 (22)-(27). □ 

3    仿真分析

例 1.　考虑系统 (1), 其系统矩阵为:

A =

[
0 1
−1 −2

]
, Ad =

[
0 0
−1 1

]
.

−µ1 = µ2 = µ κ表 1列出了在不同的 和 时, 由

h

κ h

κ = 0.3

κ = 0.3

定理 1和推论 1获得的最大允许时滞 . 如表 1所
示, 随着 逐步增长, 定理 1导出的 呈现先增后减

的趋势, 这直观地展示了判据性能对切线采样位置

的敏感性. 特别地, 定理 1和推论 1在 时, 均
能得到保守性更低的结果. 因此, 在例 1的后续对比

中统一选取 .
 
 

表1     两种判据下的最大允许时滞 h (例 1)

方法 κ
µ

0.1 0.2 0.5 0.8

定理1

0.1 16.031 11.655 7.849 5.905

0.2 17.906 12.729 8.651 6.280

0.3 18.279 13.597 8.934 6.288

0.4 16.391 10.778 5.405 3.487

推论1

0.1 13.867 10.618 6.660 5.344

0.2 14.103 11.875 6.807 6.042

0.3 15.254 13.534 8.230 6.074

0.4 13.427 9.388 5.090 3.305
 

κ = 0.3

h NOV

µ

h

表 2展示了在 下将本文结果与现有研

究
[27,29,31-33]

在最大允许时滞 与决策变量数 进

行对比. 结果显示, 在所有测试的 取值下, 本文定

理 1所获得最大允许时滞 均高于现有文献结果.
µ = 0.1

(11.527)

NOV

NOV

127.5n2 + 13.5n

NOV

综合考虑到保守性和计算复杂度, 以 为

例, 相较于 Wang等[33]
得到的结果 , 本文定

理 1的上界提升率达到了 58.57%. 在计算代价方面,
本文判据的 更是远小于前者. 值得强调的是,
如表 2所示, 相较于推论 1, 定理 1不仅可以获得更

大的时滞上界, 两者 保持也可以完全保持一致

(均为 ). 这种在不增加任何计算负

担 (即 规模不变) 的前提下获得的显著数值增

益, 定量地证明了本文通过对称点约束重组方法所

带来的极高理论效率.
 

µ表2     不同 取值下的最大允许时滞 h (例 1)

方法
µ

NOV
0.1 0.2 0.5 0.8

命题1[32] 7.230 4.556 2.509 1.940 54.5n2 + 6.5n

定理1[31] 7.308 4.670 2.664 2.072 115n2 + 10n

定理2[29] 7.325 4.702 2.641 2.038 90.5n2 + 0.5n

κ = 0.8推论3( )[27] 7.472 0 4.866 8 2.720 3 2.088 3 111.5n2 + 9.5n

(κ = 0.8)定理2 [27] 7.540 3 4.912 2 2.736 8 2.096 0 111.5n2 + 9.5n

(N = 9)定理1 [27] 7.612 2 4.912 9 2.778 5 2.118 0 111.5n2 + 9.5n

定理3[29] 7.651 4.936 2.764 2.114 252.5n2 + 0.5n

推论1[33] 10.232 7.662 4.781 — 290n2 + 11n

定理1[33] 11.527 8.449 5.166 — 290n2 + 11n

κ = 0.3推论1( ) 15.254 13.534 8.230 6.074 127.5n2 + 13.5n

κ = 0.3定理1( ) 18.279 13.597 8.934 6.288 127.5n2 + 13.5n

注: 为了便于直观对比, 表中各文献的核心技术特征如下: [27]采
用可调切线方法优化的负定引理; [29,31,33]侧重于改进积分不等

式; [32]侧重于优化LKF.
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例 2.　考虑系统 (1), 其系统矩阵为:

A =

[
−2 0
0 −0.9

]
, Ad =

[
−1 0
−1 −1

]
κ = 0.4

κ = 0.4 −µ1 = µ2 = µ

h

µ = 0.5 µ = 0.8

a2

ḋt µ ḋt a2

µ

ḋt a2

LKF

µ

参数 确定为本例的最优解, 因此表 3展
示了在 以及不同 取值下 , 由
定理 1, 推论 1以及现有研究

[15,17,27,31,34-37]
所获得的最

大允许时滞 的比较结果. 结果显示, 定理 1和推论

1相较于现有结果, 在大多数情况下获得更大的时滞

上界, 仅在 或 时, 本文方法所得时滞

上界比 Lee等[35]
所得时滞上界低. 这是因为本文采

用的引理 2和引理 3中二次项系数 依赖于时滞变

化率 , 当 较小时, 此时 变化范围小,  相对稳

定, 可以精确刻画二次多项式的上界. 若是 较大时,
会快速变化,  的符号或幅值也会频繁变化, 在这

种条件下的约束会应用于一些极端情况, 使得过度

严格, 引入额外的保守性. 而后者侧重于 构造,
对时滞变化率的依赖相对较弱, 故在 较大时, 定理

1和推论 1相较于后者保守性较高.
 
 

µ表3     不同 取值下的最大允许时滞 h (例 2)

方法
µ

0.1 0.2 0.5 0.8

定理2[15] 4.703 3.834 2.420 2.137

定理1[34] 4.867 4.460 3.120 —

命题1[32] 4.910 — 3.233 2.789

定理1[31] 4.921 — 3.221 2.792

定理1[36] 4.939 — 3.298 2.869

推论1[17] 4.966 — 3.395 2.983

定理2[37] 5.01 4.29 3.19 2.70

κ = 0.8推论3 ( )[27] 4.968 2 4.318 5 3.368 9 2.895 7

κ = 0.8定理2 ( )[27] 4.993 3 4.366 5 3.403 3 2.933 6

N = 8定理1 ( )[27] 5.031 4 4.411 1 3.448 3 2.997 4

推论1[33] 5.304 — 3.647 —

定理1[33] 5.406 — 3.733 —

定理1[35] 5.609 0 5.161 4 4.352 9 3.966 9

定理1 (注4)[35] 5.545 0 5.031 2 4.076 0 3.642 7

定理2 (case III)[35] 5.724 0 5.329 5 4.635 4 4.250 0

定理2 (case III注4)[35] 5.680 3 5.261 0 4.493 0 4.042 8

κ = 0.4推论1 ( ) 5.900 1 5.461 0 4.355 1 3.634 1

κ = 0.4定理1 ( ) 5.900 4 5.462 7 4.357 1 3.634 4

注: 为了便于直观对比, 表中各文献的核心技术特征如下: [15,17,31,
33,37]侧重于改进积分不等式; [27]采用可调切线方法优化负定引

理; [32,34-36]侧重于LKF的优化.
  

4    结　论

本文基于多子区间切线交点法, 提出了广义二

次多项式负定条件. 在此基础上, 结合适当的 LKF
和不等式, 推出了保守性更低的稳定性准则. 所提方

法的优越性和实用性已通过两个数值算例得到验证.

LKF

LKF

此外, 本文的研究同时也表明, 虽然基于对称点切线

逼近的二次多项式判定法在降低保守性方面具有显

著优势, 但其对时滞变化率的敏感性仍有改进空间.
未来的研究工作将着重于探索 构造与负定性判

定条件的协同优化: 通过引入具有时滞依赖性的增

广项或高阶积分项来优化 结构, 以弥补判定准

则在处理高动态变化系统时的局限性. 这种将泛函

结构的精细化与判定边界的紧致化深度耦合的设计

思路, 是进一步突破时滞系统性能边界的关键方向.
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