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摘　要: 随机占优准则已被广泛应用于随机多属性决策研究中, 用于量化比较决策者对备选方案的偏好, 现有研

究主要采用一阶和二阶随机占优准则. 针对一阶随机占优准则对分布条件要求较为苛刻, 而二阶随机占优准则仅

适用于风险厌恶型决策者的局限性, 本文提出基于分数阶随机占优准则的随机多属性决策方法. 首先定义分数阶

随机占优度, 它既包含整数阶随机占优度, 又适用于效用函数具有局部凸性的决策者. 为准确确定属性的权重, 分

别采用最优最劣法和累积剩余熵法确定属性的主、客观权重, 并基于博弈论得到组合权重. 结合分数阶随机占优

度与确定的组合权重, 利用 PROMETHEE Ⅱ法得到备选方案的排序结果. 实际数值算例结果表明, 基于分数阶随

机占优准则的决策方法具有较高的准确性和较强的稳健性. 本文的研究丰富了随机多属性决策理论体系, 为复杂

不确定环境下的方案优选提供了有效理论工具.
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Abstract: The  stochastic  dominance  criterion  has  been  extensively  applied  in  stochastic  multiple-attribute  decision
making as a robust tool for quantitatively comparing decision-makers’ preferences over alternatives. Existing research
predominantly relies  on first-order and second-order stochastic  dominance criteria.  In view of the limitations that  the
first-order stochastic dominance criterion imposes strict requirements on distribution conditions, while the second-order
stochastic  dominance  criterion  is  only  applicable  to  risk-averse  decision-makers,  this  paper  proposes  a  stochastic
multiple-attribute decision making method based on fractional-order stochastic dominance criteria. First, the fractional-
order stochastic dominance degree is defined, which can measure the dominance degree between two alternatives in a
more  accurate  and  flexible  manner.  To  determine  attribute  weights  accurately,  both  the  Best-Worst  Method  and  the
Cumulative Residual Entropy method are adopted to derive subjective and objective weights, respectively, and these are
subsequently  combined  through  game-theoretic  aggregation  to  obtain  attribute  weights  combination.  Then,  the
PROMETHEE II  method is  applied to  rank the alternatives  and identify the optimal  alternative.  Numerical  examples
show the effectiveness and robustness of the proposed approach, highlighting its broader applicability compared with
conventional  methods,  and  offering  an  effective  theoretical  tool  for  alternative  selection  under  complex  uncertain
environments.
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0    引　言

随机多属性决策是指决策者在诸多属性评价值

为随机变量的情形下, 对备选方案进行多角度评价

和排序, 并从有限数量的可行方案中寻找最优方案

的决策过程
[1]. 在实际生活中, 受市场环境波动、突

发事件等多种随机因素的影响, 随机多属性决策问

题广泛存在, 并成为工程设计、经济管理等众多领域

的研究焦点
[2-6]. 学者们利用期望效用理论

[7]
、随机占

优准则
[8]
等不同的理论方法, 从不同的角度对随机

多属性决策展开了广泛研究.
在随机多属性决策中, 备选方案的量化比较是

关键环节. 随机占优作为不确定条件下决策理论的

基石, 可有效刻画不确定或随机事件间的优劣关系,
因而被广泛应用于量化比较决策者对备选方案的偏

好
[9-11]. 现有研究主要采用一阶和二阶等整数阶随机

占优准则. 其中, 一阶随机占优准则对分布条件要求

较为苛刻 , 而二阶随机占优准则仅适用于不满足

(non-satiable)且风险厌恶 (risk-averse)的决策者. 然
而实际中, 大部分决策者存在同时购买保险 (风险厌

恶)和股票 (风险喜好)的行为, 因此, 决策者的风险

态度并非完全风险厌恶的
[12].

为了克服整数阶随机占优准则尺度较为粗糙的

局限性, Müller等[12]
以及 Huang等学者

[13]
探索了一

阶随机占优到二阶随机占优的平稳过渡, 提出了分

数阶随机占优理论. 由于其较强的应用背景, 分数阶

随机占优是目前决策科学、风险管理等领域最前沿

的研究方向之一
[14,15]. 基于上述认识, 本文首次将Müller

等学者
[12]

提出的分数阶随机占优准则应用于随机多

属性决策问题中, 从而能更精确、更灵活地刻画现实

中决策者的偏好行为.
在随机多属性决策过程中, 准确确立属性权重

是另一个重要环节. 目前, 属性赋权方法包括层次分

析法、序关系分析法等主观赋权法 , 以及熵权法、

CRITIC法等客观赋权法等
[16-19]. 主观赋权法是指决

策者或专家根据过往经验赋予属性权重, 它可以较

好地反映决策者或专家的主观意愿. 客观赋权法是

利用已有的数据确定属性权重的方法, 它融入了真

实数据本身的信息. 为兼顾决策者主观偏好与评价

数据客观特征, 本文融合主、客观赋权法构建组合赋

权模型, 以克服单一赋权法的固有局限, 使权重确定

更科学准确.
综上所述, 本文提出了基于分数阶随机占优准

则的随机多属性决策方法, 并为其构建了相应的组

合赋权模型. 本文的主要贡献总结如下: (1)依据分

数阶随机占优准则的定义和理论特征, 首次提出分

数阶随机占优度的概念. 该占优度为一阶与二阶随

机占优度之间的连续形式, 既涵盖了已有整数阶随

机占优度, 也适用于效用函数具有局部凸性的决策

者, 因而能够应对更复杂的决策环境, 更精确、更灵

活地度量备选方案之间的占优程度; (2)为准确确定

属性的权重, 分别采用最优最劣法和累积剩余熵法

确定属性的主、客观权重, 并基于博弈论构建组合赋

权模型. 其中, 最优最劣法相比层次分析法等主观赋

权法, 大幅减少比较次数, 提升决策效率
[20]; 累积剩

余熵法克服了传统熵值法仅关注概率信息而忽略变

量取值信息的局限性
[21]; 博弈论组合策略使主、客观

权重达到均衡, 既充分考虑决策者的主观偏好, 又契

合数据内在规律, 从而提升权重确立的科学性和准

确性; (3)提出了一类基于分数阶随机占优准则的决

策方法, 其结合备选方案间的分数阶随机占优度与

所确定的组合权重, 采用 PROMETHEE Ⅱ法对方案

进行排序. 通过与基于整数阶随机占优准则的各类

决策方法进行对比分析, 揭示了此方法的优势. 本研

究丰富了随机多属性决策方法的理论体系, 所提出

的基于分数阶随机占优准则的决策方法更贴合实际

情境中决策者的复杂心理偏好, 能有效提升决策结

果的可靠性. 

1    分数阶随机占优准则及分数阶随机占优

度

随机占优准则是确定决策者风险偏好行为的经

典理论工具, 也是风险资产选择与量化比较的标准

工具之一
[13]. 分数阶随机占优准则是目前该领域最

前沿的研究方向之一, 其能够更精细地反映决策者

的复杂风险态度
[14,15]. 本文将分数阶随机占优准则应

用于随机多属性决策问题研究中, 通过构建分数阶

随机占优度, 量化各备选方案之间的占优程度. 

1.1    分数阶随机占优准则

u(x)假设决策者的效用函数 是连续可微的. 定
义决策者效用函数适用的集合

U1+γ = {u(·)|0 ⩽ γu′(y) ⩽ u′(x),∀x ⩽ y},
0 ⩽ γ ⩽ 1.

γ u′(x)

x γ

∀x u′(x) ⩾ 0 U1

γ u′(x) ⩾ 0 u′′(x) ⩽ 0

U2

0 < γ < 1

注意到在上述定义中, 参数 对边际效用

随着 增大而下降的速率设置了边界. 当 趋近于

0时, 限制条件为 ,  . 因此,  为所有递

增效用函数组成的集合 (对应于不满足的决策者).
当 趋近于 1时, 限制条件为 且 .
因此,  为所有递增的凹效用函数组成的集合 (对应

于不满足且风险厌恶的决策者 ). 当 时 ,
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U1+γ

U1+γ

为各类包含局部凸性的递增效用函数组成的集

合 (对应于不满足且在某些财富水平下可能是风险

厌恶的, 而在其它财富水平下则是风险喜好的决策

者). 而且, 由 的定义可知:

U2 ⊆ U1+γ2
⊆ U1+γ1

⊆ U1, 0 ⩽ γ2 ⩽ γ2 ⩽ 1. (1)

X Y [a, b]

F G F (a) = G(a) = 0

F (b) = G(b) = 1 EF [·] EG[·]
F G

U1+γ

1 + γ

假设 和 为定义在 上的两个随机变量,
它们的分布函数分别为 和 , 则
以及 . 令 和 分别为分布

和 下的期望值. Müller等学者
[12]

通过效用函数

集合 , 利用插值的思想定义了一类分数阶随机

占优, 即 阶随机占优准则.
0 ⩽ γ ⩽ 1

X Y ∀u ∈ U1+γ EF [u(X)] ⩾
EG[u(Y )] F 1 + γ G

F≻1+γ−SDG

定义 1　(Müller等 [12])已知 . 对于随

机变量 和 , 如果 , 都有

成立, 则称 阶随机占优于 , 记作

.
1 + γ U1+γ

γ = 0 F≻1−SDG

F≻FSDG γ = 1 F≻2−SDG

F≻SSDG

1 + γ

通过 阶随机占优准则和集合 的定义

可知 : 当 时 ,  为一阶随机占优

; 当 时 ,  为二阶随机占优

. Müller等学者
[12]

根据分数阶随机占优的

定义给出了 阶随机占优准则、一阶随机占优准

则和二阶随机占优准则之间的关系, 如性质 1所示.
F

G 0 ⩽ γ1 ⩽ γ2 ⩽ 1 F≻1+γ1−SDG ⇒
F≻1+γ2−SDG 0 ⩽ γ ⩽ 1 F≻FSDG ⇒
F≻1+γ−SDG ⇒F≻SSDG

性质 1　(Müller等 [12])对于两个分布函数 和

,  对 任 意 的 , 
; 对任意的 , 则

.
1 + γ

1 + γ

通过 阶随机占优准则的定义, 也可以得到

阶随机占优准则的分布等价条件.
F

G F≻1+γ−SDG t ∈ [a, b]

性质 2　(Müller等[12]) 对于两个分布函数 和

,  当且仅当对任意的 ,w t

a
(F (x)−G(x))

+
dx ⩽ γ

w t

a
(G(x)− F (x))

+
dx

(2)

(x)
+
= max{x, 0}成立, 其中 .

 

1.2    分数阶随机占优度

随机占优度是用于度量两个备选方案 (随机变

量)之间占优程度的一种理论工具
[22]. 目前, 学者们

针对不同的随机占优准则构建了相应的占优度, 并
将其应用于随机多属性决策研究

[23]. 然而, 现有研究

中提出的随机占优度均为整数阶, 因此, 有必要构建

比整数阶更广泛的分数阶随机占优度.
下面, 利用定义 1中分数阶随机占优准则及其

理论性质, 定义分数阶随机占优度.
0 ⩽ γ ⩽ 1 F G

F≻1+γ−SDG 1 + γ

定义 2　已知 , 对于分布函数 和 ,
若 , 则它们之间的 阶随机占优度

为:
D(F≻1+γ−SDG) =

(α+ (1− α)γ)
w b

a
(G(x)− F (x))

+
dx

EF [X]
−

w b

a
(F (x)−G(x))

+
dx

EF [X]
, (3)

0 ⩽ α ⩽ 1其中 为权衡系数.
表 1总结了现有各类随机占优度的定义.

1 + γ通过比较分析, 可以得到 阶随机占优度与

已有随机占优度之间的区别和联系.
γ = 0 F≻FSDG

D(F≻1−SDG) = α(EF [X]− EG[Y ])/EF [X]

α = 1 D(F≻1−SDG)

(i)当 时, 即 , 可将 (3)式简化为

. 当权

衡系数 时,  与文献 [24]中利用

数学期望所定义的一阶随机占优度是一致的.
γ=1 D(F≻2−SDG)

= (EF [X]− EG[Y ])/EF [X] EF [X] ̸= EG[Y ]

D(F≻2−SDG)

(ii)当 时, 可将 (3)式简化为

. 当 时 ,
与文献 [24]中在预期收益不同时所

定义的二阶随机占优度是一致的. 因此, 其为文献

[24]中所定义的二阶随机占优度的一种特殊形式.
γ

1 + γ

1 + γ

(iii)由于 可以为区间 [0,1]中的任意值, 因此

阶随机占优度为一阶与二阶随机占优度之间

的连续形式. 并且 阶随机占优度是依据分数阶

随机占优准则所定义的, 因此它适用于效用函数具

有局部凸性的决策者.
1 + γ

1 + γ

利用性质 2中 阶随机占优准则的分布等

价条件, 可以得到 阶随机占优度的范围.
0 ⩽ D(F≻1+γ−SDG) ⩽ 1.性质 3　

 

表 1     各类随机占优度的定义

随机占优度 表达式

一阶随机占优度[24] D(F≻FSDG) = (EF [X]− EG[Y ])/EF [X]

二阶随机占优度[24] D(F≻SSDG) = (EF [X]− EG[Y ])/EF [X] + I{EF (X)=EG(Y )}((VarG[Y ]− VarF [X])/VarG[Y ]),

I{A} A

 
其中 为示性函数, 当 成立时, 其值为1, 否则为0

几乎随机占优度[11] D(F≻ASDG) =


1, F≻ASDG且EF [X] ⩾ EG[Y ] + p

(EF [X]− EG[Y ])/p, F≻ASDG且EG[Y ] < EF [X] ⩽ EG[Y ] + p

0, 其他情形,
其中p为决策者的偏好阈值

1 + γ阶随机占优度 D(F≻1+γ−SDG)的表达式如(3)所述

第x期 王书琴 等: 基于分数阶随机占优准则的随机多属性决策 3



1 + γ D(F≻1+γ−SDG)

F 1 + γ G

注 1　 阶随机占优度 的

大小刻画了 阶随机占优 的强度. 它的值越

大代表占优强度越大.
1 + γ下面例子给出了 阶随机占优度的数值比

较结果.
X Y Z

F1 G F2

例 1　现有三个备选方案 、 和 , 其分布函

数分别为 、 和 , 具体信息如表 2所示.
 
 

表 2     例 1 中备选方案的概率分布信息

备选方案
概率分布

1 2 3 4 5

X 0.196 0.185 0.123 0.183 0.313

Y 0.223 0.291 0.097 0.194 0.195

Z 0.215 0.072 0.303 0.277 0.133
 

F1 F2 G F1≻FSDG

F2≻1.25−SDG F2G α = 0.2

1 + γ

D(F1≻FSDG) =0.0238 D(F2≻1.25−SDG) =

0.0133

通过分数阶随机占优的分布等价条件 (2), 可以

确定 、 与 之间的占优关系为 且

, 但 . 设定权衡系数 . 利用

阶 随 机 占 优 度 的 表 达 式 (3)计 算 可 得

以 及

.
F1≻FSDG ⇒ F1≻1.25−SDG

F1 F2G F2≻1.25−SDG F1

1 + 0.25 G F2 1 + γ

D(F1≻1.25−SDG)

= 0.0476 > D(F2≻1.25−SDG) = 0.0133

(i)由性质 1可知 .
相比于 ,  , 仅仅 , 可以理解为

在 阶下随机占优 的强度比 大. 利用

阶随机占优度的表达式 (3)计算可得

. 此数值结

果表明, 本文所定义的分数阶随机占优度与直观认

知相符.
F1 G

F1≻FSDG ⇒ F1≻1.25−SDG ⇒ F1≻1.5−SDG ⇒
F1≻SSDG F1 G γ

(ii)对于 和 间的占优关系 , 由性质 1可
知  

. 因此, 对于 和 , 随着分数阶数 的增

加, 其占优强度应该也越大. 利用 (3)式计算可得

D(F1≻SSDG) = 0.1191 > D(F1≻1.5−SDG) =

0.0715 > D(F1≻1.25−SDG) = 0.0476 >

D(F1≻FSDG) = 0.0238.

此数值结果与上述理论分析结果是相符的. 

2    基于分数阶随机占优准则的随机多属性

决策方法的构建

m

A = {A1, A2, . . . , Am}
Ai n C = {C1, C2, . . . , Cn}

n

W = (W1,W2, . . . ,Wn) Wj

j 0 ⩽ Wj ⩽ 1
n∑

j=1

Wj = 1 Ai (i = 1, . . . ,m)

考虑一个随机多属性决策问题, 其包含 个备

选方案 . 对于每一个备选方

案 , 需要从 个不同属性 对

其进行评价. 对 个属性赋予相应的权重以刻画其重

要程度, 其权重向量为 , 
是为第 个属性赋予的权重 , 满足 且

. 在备选方案 中, 假设

Cj Xij

Fij µij

X = [Xij]m×n

针对属性 的评价值为随机变量 , 其分布函数

和数学期望分别为 和 . 不同属性下各备选方案

评价值构成的随机决策矩阵为 .

m

X

Fij i = 1, . . . ,m j = 1, . . . , n

针对 个备选方案, 需要解决的问题是: 根据各

备选方案评价值所构成的随机决策矩阵 , 利用其

相应的概率分布 ,  ,  , 准
确判断各方案之间的偏好关系, 从而确定最佳方案.

m Ai i = 1, . . . ,m Cj

j = 1, . . . , n Xij

W

为更精确刻画实际决策情境中决策者对备选方

案的偏好关系, 本文基于分数阶随机占优准则及其

占优度, 确立各备选方案间的占优关系与强度, 进而

提出相应决策方法. 此方法的基本思想是: 首先针对

个备选方案 ,  , 根据其在属性 ,
的评价值 , 利用分数阶随机占优准

则, 确定备选方案之间的占优关系, 并计算出相应的

分数阶随机占优度; 然后根据属性的权重 , 计算出

综合随机占优度; 最后依据综合随机占优度对所有

备选方案进行排序, 确定最优方案.
下面给出基于分数阶随机占优准则的随机多属

性决策的基本步骤. 

2.1    决策基本步骤

X∗
ij

X∗ = [X∗
ij]m×n

Xij

步骤 1　对随机决策矩阵进行规范化处理. 在随

机多属性决策问题中, 需要对属性值进行规范化处

理, 以避免因属性类型的不同可能对后续计算结果

产生的影响
[24]. 经规范化处理后的评价值 仍为随

机变量, 处理后的随机决策矩阵为 . 针

对评价值 , 具体规范化公式如下:

X∗
ij =

Xij −Xmin
ij

Xmax
ij −Xmin

ij

(属性Cj为效益型),

X∗
ij =

Xmax
ij −Xij

Xmax
ij −Xmin

ij

(属性Cj为成本型), (4)

Xmax
ij Xmin

ij其中,  表示属性评价值中的最大取值,  表示

属性评价值中的最小取值.
m Ai i = 1, . . . ,m

Cj (j = 1, . . . , n) X∗
ij

Ai Ah (i, h = 1, . . . ,m)

1 + γ

γ

p 1 + k/p

(k = 0, . . . , p)

步骤 2　对于 个备选方案 ,  ,
根据其针对属性 的评价值 , 运
用式 (2)判断任意两个方案 和

之间的占优关系. 使用 阶随机占优准则量化分

析和比较不同备选方案之间的占优关系, 分数阶数

可以取 0和 1之间的任意常数. 为了实际操作便

利, 将区间 [0,1]进行 等分, 依次利用 阶随

机占优准则 分析和比较决策者对不同

备选方案的偏好, 具体判断流程如图 1所示.

Rj = [rj
ih]m×m

, j = 1, . . . , n rj
ih

为了更直观展示各备选方案之间的随机占优关

系, 构建各属性下备选方案之间的两两占优关系矩

阵 . 其中 ,  表示针对
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j Ai Ah属性 , 备选方案 和 之间的占优关系, 且

rj
ih =

{
1 + γ − SD, 如果Fij≻1+γ−SDFhj,

�, 其他.

1 + γ − SD Ai Ah 1 + γ

Ai Ah 1 + γ

式中, “ ”表示 和 之间存在 阶

随机占优关系; “—”表示 和 之间不存在

阶随机占优关系.

j (j = 1, . . . , n)

Ai Ah

Φj = [φj
ih]m×m

, j = 1, . . . , n φj
ih

j Ai Ah

步骤 3　对存在分数阶随机占优关系的方案, 通
过计算随机占优度来量化它们之间的占优程度. 针
对第 个属性 , 通过 (3)式计算备选方

案 和 之间的随机占优度, 并构建随机占优度矩

阵 . 其中,  表示针对

属性 , 备选方案 和 之间占优关系的强度, 且

φj
ih=

{
D(Fij≻1+γ−SDFhj), 如果rj

ih=1+γ − SD,

0, �.

W = (W1,W2, . . . ,Wn)

Ai Ah

φih =

W1 × φ1
ih +W2 × φ2

ih + . . .+Wn × φn
ih, i, h = 1, . . . ,m.

Φ = [φih]m×m

步骤 4　确定综合随机占优度矩阵. 基于各个属

性的权重 (具体权重确定方

法见 2.2节所述), 对各属性下方案 和 之间的随

机占优度进行加权求和, 得到综合随机占优度

 
进一步可得综合随机占优度矩阵 .

Φ

S+(Ai) Ai

步骤 5　根据综合随机占优度矩阵 , 运用

PROMETHEE Ⅱ法计算每个备选方案“出流”、 “入
流”和综合评价值. “出流” 表示方案 优于

其他备选方案的平均随机占优度, 定义为

S+(Ai) =
1

m− 1

m∑
h=1,h̸=i

φih. (5)

S−(Ai) Ai而“入流” 表示其他备选方案优于方案 的

平均随机占优度, 定义为

S−(Ai) =
1

m− 1

m∑
h=1,h̸=i

φhi. (6)

Ai备选方案 的综合评价值定义为

S(Ai) = S+(Ai)− S−(Ai), (7)

S(Ai) Ai其中,  值越大, 则决策者对方案 的评价越高.
Ai, i = 1, . . . ,m

S(Ai)

步骤 6　通过比较各个备选方案

的综合评价值 的大小, 对备选方案进行排序,
确定最优方案. 

2.2    属性权重的确定

本文分别运用最优最劣法和累积剩余熵法确定

属性的主、客观权重, 并基于博弈论计算属性组合权

重.

CB CT CB

CT Cj (j = 1, . . . , n)

(1)利用最优最劣法确立属性主观权重. 由决策

者根据过往经验及实际决策情况 , 选出最优属性

和最劣属性 , 然后将最优属性 和最劣属性

分别与其余各项属性   进行比

较, 确定最优 (最劣)属性相对于其余各项属性的相

对重要度, 并构建相对重要度向量

MB=(mB1,mB2, . . . ,mBn) MT =(m1T ,m2T ,

. . . ,mnT )

和

. 相对重要度用 1-9标度进行量化 (相对重

要度随着标度数值增加而更加重要).
Wsj, j = 1, . . . , n为求解最优主观权重 , 构建如

下优化问题:
min ε

s.t. |WB

Wsj

−mBj| ⩽ ε1, |
Wsj

WT

−mjT | ⩽ ε2,

ε = max{ε1, ε2},∑
j
Wsj = 1,Wsj ⩾ 0, j = 1, . . . , n. (8)

WB WT

ε

其中,  表示最优属性的权重,  表示最劣属性

的权重,  表示一致性指标, 衡量向量偏差程度.

CI

CR

CR = ε/CI,CR ∈ [0, 1] CR ⩽
0.1

CR > 0.1

为验证决策者给出的相对重要度的合理性, 需
要根据已知的一致性随机指数 ( )[25] 检验相对重

要度的一致性比率 ( )是否达到标准, 其计算公

式为 . 在检验中, 当
时, 认为为各属性赋予的权重满足一致性要求;

当 时, 需要通过调整各属性之间相对重要

度来使其满足一致性要求
[25].

Cj (j = 1, . . . , n) X∗
i

i = 1, . . . ,m

(2)利用累积剩余熵确立属性客观权重. 针对属

性 , 首先计算每个方案评价值 ,
的累积剩余熵

CREj(X
∗
i ) =

−
w ∞

0
P (|X∗

i | > λ) logP (|X∗
i | > λ)dλ.

CREj = (
m∑
i=1

CREj(X
∗
i ))/m j = 1, . . . , n

然后, 计算同一属性下所有评价值累积剩余熵的平

均 值 , .

 

1+0/p-SD ？ 1+1/p-SD ？ 1+k/p-SD ？

不存在
一阶到
二阶的
占优关

系

1+0/p-SD 1+1/p-SD 1+k/p-SD

…
否 否 否

是 是 是

… 1+p/p-SD ？

1+p/p-SD

是

判
断
占
优
关
系

否

 
图 1    占优关系判断流程图
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最后, 对所有属性下累积剩余熵的平均值进行归一

化处理, 得到属性客观权重

Woj =
CREj

n∑
j=1

CREj

, j = 1, . . . , n. (9)

W

Wq = (Wq1,Wq2, . . . ,Wqn), (q = 1, 2)

n

(3)基于博弈论确立属性组合权重 . 假设基础

权重向量为 ,

其中 表示属性数量. 构建博弈优化模型以达到主观

权重与客观权重的纳什均衡
[26], 其优化目标函数为:

min ||
2∑

q=1

αqW
T
q −W T

1 ||2

min ||
2∑

q=1

αqW
T
q −W T

2 ||2

, (10)

W1 = Ws W2 = Wo

αq q =

1, 2

其中 (主观权重向量)且 (客观权

重向量). 求解优化问题 (10)得到组合系数 , 
, 从而可计算得到属性组合权重向量

W =
α1

2∑
ω=1

αω

W T
s +

α2

2∑
ω=1

αω

W T
o . (11)

 

3    算例分析

在智慧农业蓬勃发展的背景下, 无人机技术已

成为该领域的核心技术之一. 农产品种植基地计划

引进无人机用于作物检测、农药喷洒和播种作业, 以
显著提升生产效率, 同时大幅降低人力和物力投入.
考虑如下的实际决策问题: 现有 5个备选无人机品

牌 A1、A2、A3、A4、A5 可供选择. 专家根据自身经验

及生产需要, 确定 3项评估属性: 载荷量 C1、飞行稳

定性 C2、续航时间 C3, 并且拟定本次决策的最优属

性为载荷量, 最劣属性为飞行稳定性. 参考陈晓红

等
[9]
工作中实验数据的获取方法, 假设农产品种植

基地的 3 256人 (决策参与人)对每个备选品牌进行

评估 (分值在 1-5之间, 得分越高代表越倾向选择相

应品牌). 针对三个评估属性, 各备选品牌评价结果

的概率分布如表 3所示. 

3.1    决策步骤

1 + k/4 (k = 0, 1, 2, 3, 4)

为便于分析, 将区间 [0,1]进行 4等分, 讨论在

阶随机占优准则 下 5种无

人机品牌的优劣关系.
步骤 1　随机决策矩阵规范化. 由于三类属性均

为效益型属性, 所以不需要对决策矩阵进行规范化

处理.
步骤 2　根据 (2)式判断不同属性下备选无人

机品牌之间的随机占优关系, 并建立它们的随机占

优关系矩阵.
Cj, j = 1, 2, 3针对属性 , 通过表 3中备选无人

机品牌属性评价结果的概率分布, 计算得到各备选

无人机品牌之间的随机占优关系矩阵:

R1 =


− − − − −
− − − FSD −

1.5SD FSD − FSD 1.75SD
− − − − −

1.75SD FSD − FSD −

 ,

R2 =


− 1.5SD 1.5SD −
− − − − −
− − − − −
− 1.75SD − − −
− 1.25SD − 1.25SD −

 ,

R3 =


− − − 1.25SD 1.25SD
− − − 1.5SD 1.25SD
− − − − 1.25SD
− − − − 1.5SD
− − − − −

 .

步骤 3　根据 (3)式计算针对不同属性各备选

无人机品牌之间的随机占优度, 并建立随机占优度

矩阵.
Cj, j = 1, 2, 3针对属性 , 根据步骤 2中得到的

占优关系矩阵, 通过表 3中备选无人机品牌属性评

 

表 3     备选无人机品牌属性评价结果的概率分布

方案 评价值
属性

C1 C2 C3

A1

1 0.291 0.198 0.133

2 0.126 0.135 0.193

3 0.120 0.293 0.299

4 0.184 0.248 0.250

5 0.279 0.126 0.125

A2

1 0.139 0.210 0.113

2 0.294 0.394 0.249

3 0.430 0.021 0.263

4 0.040 0.174 0.240

5 0.097 0.201 0.135

A3

1 0.046 0.234 0.083

2 0.178 0.091 0.446

3 0.353 0.300 0.097

4 0.323 0.250 0.195

5 0.100 0.125 0.179

A4

1 0.234 0.178 0.231

2 0.224 0.443 0.072

3 0.500 0.004 0.323

4 0.023 0.170 0.256

5 0.019 0.205 0.118

A5

1 0.087 0.148 0.235

2 0.199 0.406 0.297

3 0.371 0.071 0.093

4 0.147 0.188 0.194

5 0.196 0.187 0.181
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α = 0.2价结果的概率分布, 设定权衡系数 , 计算得

到各备选无人机品牌之间的随机占优度矩阵:

Φ1 =


− − − − −
− − − 0.0141 −

0.0086 0.0232 − 0.0348 0.0099
− − − − −

0.0131 0.0206 − 0.0322 −

 ,

Φ2 =


− 0.0036 0.0002 − −
− − − − −
− − − − −
− 0.0005 − − −
− 0.0012 − 0.0008 −

 ,

Φ3 =


− − − 0.0016 0.0054
− − − 0.0018 0.0057
− − − − 0.0049
− − − − 0.0063
− − − − −

 .

Ws = (0.6923, 0.0769,

0.2308)

步骤 4　利用最优最劣法, 通过求解优化问题

(8), 得到属性主观权重为

. 其一致性比率小于 0.1, 因此通过了一致性

检验.

Wo = (0.2989, 0.3613, 0.3398)

利用累积剩余熵法, 通过 (9)式计算可得属性客

观权重 .

W = (0.6395, 0.1152, 0.2453)

最后, 利用博弈论, 通过 (11)式计算属性组合权

重为 . 进而对各属性下

的占优度进行加权求和, 得到综合随机占优度矩阵:
Φ = 0.6395Φ1 + 0.1152Φ2 + 0.2453Φ3 =

0.0000 0.0036 0.0002 0.0016 0.0054
0.0000 0.0000 0.0000 0.0159 0.0057
0.0086 0.0232 0.0000 0.0348 0.0148
0.0000 0.0005 0.0000 0.0000 0.0063
0.0131 0.0216 0.0000 0.0330 0.0000

 .

步骤 5　通过得到的综合随机占优度矩阵, 根
据 (5)-(7)式计算各备选无人机品牌评价结果的“出

流”、 “入流”和综合评价值:
S+(A1) = 0.00271, S−(A1) = 0.00543,

S(A1) = −0.00272;

S+(A2) = 0.00541, S−(A2) = 0.01224,

S(A2) = −0.00683;

S+(A3) = 0.02036, S−(A3) = 0.00006,

S(A3) = 0.02030;

S+(A4) = 0.00169, S−(A4) = 0.02132,

S(A4) = −0.01962;

S+(A5) = 0.01694, S−(A5) = 0.00806,

S(A5) = 0.00888.

A3 ≻ A5 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

步骤 6　根据综合评价值对无人机品牌进行排

序, 结果为 . 

3.2    比较分析

为探究利用不同随机占优准则刻画各备选方案

之间的占优关系时, 备选无人机品牌的排序结果如

何变化及变化的程度, 本小节开展比较分析, 以揭示

基于分数阶随机占优准则决策方法的优势.
(1)与基于不同整数阶随机占优准则决策方法

的比较分析

1)基于整数阶随机占优准则决策方法
[24,27]

的排

序结果. 注意到将区间 [0,1]进行 1等分的分数阶随

机占优即为整数阶随机占优准则. 在此情形下, 根据

2.1节中的决策基本步骤, 得到各备选无人机品牌的

综合评价值:
S(A1) = −0.00839; S(A2) = −0.00404;

S(A3) = 0.03244; S(A4) = −0.02058;

S(A5) = 0.00059.

A3 ≻ A5 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

利用上述综合评价值对无人机品牌进行排序,
其结果为 .

2)基于几乎随机占优准则决策方法
[11,28,29]

的排

序结果. 利用几乎随机占优
[28,29]

量化比较不同备选

方案之间的占优关系, 并通过文献 [11]中定义的几

乎随机占优度确定综合随机占优度矩阵, 从而得到

各备选无人机品牌的综合评价值:
S(A1) = 0.15204; S(A2) = −0.17698;

S(A3) = 0.29241; S(A4) = −0.43207;

S(A5) = 0.16459.

A3 ≻ A5 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

利用上述综合评价值对无人机品牌进行排序,
其结果为 .

3)三类决策方法下排序结果的比较分析. 表 4
总结了上述三类决策方法下备选无人机品牌的排序

结果.
  

表 4     不同随机占优准则下无人机品牌的排序结果

决策方法 备选无人机品牌排序结果

1 + k/4基于 阶随机占优 A3 ≻ A5 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

基于整数阶随机占优[24,27] A3 ≻ A5 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

基于几乎随机占优[11,28,29] A3 ≻ A5 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

 

A3 1 + k/4

A5 A4

A1 A2

A2 A1

1 + k/4

表 4的比较结果显示, 在所有三类决策方法下,
最优品牌均为 ; 在基于 阶 (分数阶)随机

占优、整数阶随机占优以及几乎随机占优准则的决

策方法下, 品牌 排名第二, 而品牌 排名某位. 这
表明, 三类决策方法所得出的备选无人机品牌排序

结果大致是相符的. 相比于整数阶随机占优准则, 几
乎随机占优准则排除了部分不切实际的效用函数

[28,29],
因此依据其得到的结果应更准确. 这也正是在几乎

随机占优准则下, 品牌 优于品牌 , 而在整数阶

随机占优准则下, 品牌 优于品牌 的原因. 基于

阶随机占优准则的排序结果与几乎随机占
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优准则的结果一致, 但与整数阶随机占优准则的结

果存在一定差异, 这也体现了基于分数阶随机占优

准则的方法在决策精细度与准确性方面的优势.

1 + k/4

在此比较过程中, 我们将区间 [0, 1]进行 4等
分, 发现基于 阶 (分数阶)随机占优准则和基

于几乎随机占优准则的决策方法具有相同的效果,
且二者的表现均优于基于整数阶随机占优准则的决

策方法. 我们知道随着区间 [0, 1]被等分为更多子区

间, 分数阶随机占优准则将更精细, 从而可以预见基

于分数阶随机占优准则的决策方法也将具备更高的

准确性. 下节比较分析结果将表明, 随着分数阶的精

度增加, 基于分数阶随机占优准则决策方法的效果

将优于基于几乎随机占优准则的决策方法.
(2)基于不同分数阶随机占优准则决策方法的

比较分析

为了比较和分析分数阶的精度对决策结果的影

响, 本部分讨论将区间 [0,1]进行不同等分时, 基于

相应分数阶随机占优准则排序结果的变化情况.

1 + k/2

(k = 0, 1, 2)

1)首先将区间 [0,1]进行 2等分, 根据 2.1节中

的决策基本步骤, 得到基于 阶随机占优准则

决策方法下各备选无人机品牌的综合

评价值:

S(A1) = −0.00436; S(A2) = −0.00596;

S(A3) = 0.02268; S(A4) = −0.03224;

S(A5) = 0.01989.

A3 ≻ A5 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

1 + k/4

1 + k/2

利用上述综合评价值对无人机品牌进行排序,
其结果为 . 可以发现, 此
结果与基于几乎随机占优准则以及基于 阶

随机占优准则的决策方法所得结果一致. 这表明, 相
较于基于整数阶随机占优准则的决策方法 , 基于

阶随机占优准则决策方法已经使得排序结

果发生变化, 从而在决策精度方面展现出一定优势.
1 + k/8

(k = 0, . . . , 8)

2)将区间 [0,1]进行 8等分, 得到基于

阶随机占优准则 决策方法下各备选无

人机品牌的综合评价值:

S(A1) = −0.00131; S(A2) = −0.00641;

S(A3) = 0.01908; S(A4) = −0.03222;

S(A5) = 0.02085.

A5 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

1 + k/4

A3 A5

1 + k/4

利用上述综合评价值对无人机品牌进行排序,
其结果为 . 可以发现, 与
基于几乎随机占优准则以及基于 阶随机占

优准则的决策方法所得结果不同, 品牌 和 的排

序位置互换. 这表明在此问题中, 基于几乎随机占优

准则以及基于 阶随机占优准则的决策方法

1 + k/8

虽然提高了决策结果的精度, 但还没有达到最佳效

果. 而基于 阶随机占优准则的决策方法进一

步提高了结果的精确性.

1 + k/16 1 + k/100

1 + k/8

为了进一步分析分数阶的精度对决策结果的影

响, 分别将区间 [0,1]进行 16等分和 100等分, 得到

基于 阶以及 阶随机占优准则下

各备选无人机品牌的排序结果. 数值结果表明, 它们

的排序结果相同, 并且与基于 阶随机占优准

则决策方法的排序结果一致, 具体如表 5所示.
 
 

表 5     不同分数阶随机占优下无人机品牌排序结果

分数阶随机占优准则 备选无人机品牌排序结果

1 + k/2阶随机占优准则 A3 ≻ A5 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

1 + k/8阶随机占优准则 A5 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

1 + k/16阶随机占优准则 A5 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

1 + k/100阶随机占优准则 A5 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A4

 

上述比较分析结果表明, 随着区间 [0,1]被等分

为更多子区间, 基于相应分数阶随机占优准则的决

策结果也将更准确, 并且逐渐趋于稳定状态, 这也验

证了所提出的基于分数阶随机占优准则的随机多属

性决策方法在实际应用中的准确性和稳健性. 

4    结　论

本文首次将分数阶随机占优准则应用于随机多

属性决策问题研究中, 提出了基于分数阶随机占优

准则的随机多属性决策模型. 在此模型中为准确确

立属性权重, 分别运用最优最劣法和累积剩余熵法

确定属性主、客观权重, 并基于博弈论计算组合权

重. 具体而言, 针对实际中复杂的随机多属性决策问

题, 首先, 利用分数阶随机占优准则刻画各备选方案

之间的占优关系, 并构建占优关系矩阵; 然后, 定义

分数阶随机占优度, 并利用其计算在不同属性下各

备选方案之间的占优强度; 进一步, 运用最优最劣法

和累积剩余熵法确定属性的主、客观权重, 并构建博

弈优化模型以达到主观权重与客观权重的纳什均衡,
从而计算属性组合权重; 最后, 计算综合随机占优度,
并 构 建 综 合 占 优 度 矩 阵 ,  以 此 为 基 础 运 用

PROMETHEE Ⅱ法对备选方案进行排序, 确定最优

备选方案.
相较于基于传统整数阶随机占优准则的随机多

属性决策方法, 本文所提出的基于分数阶随机占优

准则的随机多属性决策方法克服了整数阶尺度较为

粗糙的局限, 能够更精确刻画实际情境中决策者的

风险偏好行为. 并且在此方法中, 属性权重的确立既

充分考虑了决策者的主观偏好, 又契合数据本身的
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客观规律, 增强了属性权重确立的科学性. 因此, 基
于分数阶随机占优准则的随机多属性决策方法能有

效提升决策结果的准确性.

1 + γ

N + γ N ⩾ 1 N

N + γ

本文采用 Müller等学者
[12]

提出的一阶与二阶

之间的分数阶 ( 阶)随机占优准则来刻画决策

者的风险偏好, 并据此构建了基于分数阶随机占优

准则的决策方法. 然而相应方法体系未拓展至更高

阶的分数阶随机占优准则. 高阶随机占优可有效刻

画决策者风险审慎、风险节制等态度
[30]. 未来研究可

考虑构建 阶随机占优度 ( ,  为整数),
并探索基于 阶随机占优准则的随机多属性决

策方法, 以更好地适用于复杂的现实决策场景.
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