
 

矩阵权重有向图下的多智能体分布式镇定

边传舜，纪志坚†

(青岛大学 自动化学院，山东 青岛 266071)

摘　要: 研究矩阵权重有向图下多智能体系统的可镇定性与分散镇定问题. 引入矩阵权重独立强连通分量的概

念, 结合块拉普拉斯矩阵分解, 建立系统可镇定的充要条件; 在附加拉普拉斯核空间结构的假设下, 给出更易检验

的秩判据. 针对分散状态反馈情形, 构造由局部闭环子块稳定性推出整体闭环稳定的分析框架, 给出闭环系统渐

近稳定的充分条件. 进一步地, 在局部标量型反馈增益情形下, 提出一种构造输入选择矩阵的方法. 数值仿真结果

表明, 所提出方法可在仅控制部分节点的部分状态分量的情况下实现闭环系统渐近稳定, 并在较大规模矩阵权重

网络上验证其可行性. 该方法所得结果将标量权重网络中基于 iSCC 的可镇定性结论推广到矩阵权重情形, 为矩

阵权重多智能体系统的分散稳定化设计提供了理论参考.
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Abstract: This  paper  investigates  the  stabilizability  and  decentralized  stabilization  of  multi-agent  systems  under
matrix-weighted  directed  graphs.  By  introducing  the  concept  of  matrix-weighted  independent  strongly  connected
components and exploiting the decomposition of the block Laplacian matrix,  a necessary and sufficient condition for
system  stabilizability  is  established.  Under  an  additional  assumption  on  the  null-space  structure  of  the  Laplacian,  a
rank-based criterion that is easier to verify is further derived. For the case of decentralized state feedback, an analytical
framework is developed to infer the stability of the overall  closed-loop system from the stability of local closed-loop
subblocks,  and sufficient  conditions for  the asymptotic  stability of  the closed-loop system are obtained.  Furthermore,
under the setting of scalar-type local feedback gains, a method for constructing the input selection matrix is proposed.
Numerical  simulations show that  the  proposed method can achieve asymptotic  stability  of  the closed-loop system by
controlling  only  partial  state  components  of  a  subset  of  nodes,  and  its  feasibility  is  verified  on  larger-scale  matrix-
weighted networks. The results extend the iSCC-based stabilizability conclusions for scalar-weighted networks to the
matrix-weighted case, and provide a theoretical reference for the decentralized stabilization design of matrix-weighted
multi-agent systems.
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0    引　言

近年来 , 网络化多智能体系统 (Multi-Agent
System, MAS)因在分布式控制、协同机器人、无人

机集群等领域的重要应用而受到广泛关注. 一致性

是MAS研究中的基础问题之一, 其核心在于通过局

部邻域信息交互使所有智能体的状态达到某种共同

演化行为
[1-2]. 围绕一致性、协同控制与网络拓扑之

间关系的研究, 已经形成了较为系统的理论框架
[3-4].

然而, 在实际应用中, 仅靠一致性不足以满足控制目

标, 常需要通过外部输入引导MAS达到指定目标状
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态或队形. 由此, MAS的可控性和可镇定性成为进

一步研究的问题. Tanner等研究了邻近耦合网络的

可控性问题, 指出即使通信拓扑连通, 系统也未必在

给定领导者配置下可控
[5], 张安慧等利用松弛等价分

化刻画了领航者—跟从者多智能体系统中由拓扑

``地位等同"引起的不可控性
[6]. 与可控性相比, 可镇

定性只要求系统中所有不可控模态均已稳定, 因此

通常更适合刻画具有拉普拉斯结构的多智能体系统

在外部输入作用下的稳定化能力. Kim等针对固定

加权有向拓扑下的一阶单积分器多智能体系统引入

了可镇定性的概念, 并给出相应的判据, 表明对每个

独立强连通分量 (Independent  Strongly  Connected
Component, iSCC)至少配置一个受控节点即可保证

系统可镇定
[7]. 此后, 分散可镇定性、切换拓扑下的

可镇定性以及带对抗交互网络的稳定化问题也得到

了进一步研究
[8-9].

尽管如此, 大多数已有工作仍建立在标量边权

之上. 标量权重通常刻画智能体之间整体作用强度,
难以描述不同状态分量之间的交叉耦合关系. 在多

维协同控制、多议题意见演化、耦合振荡器同步以及

高维群体交互等场景中, 智能体之间的影响并非各

状态分量相互独立, 而是表现为多个状态分量之间

的耦合映射. 矩阵权重图作为标量权重图的自然推

广, 每条边的权重由标量升维为矩阵, 使系统拉普拉

斯矩阵由标量矩阵提升为块矩阵, 从而能显式保留

状态分量之间的耦合关联
[10-11]. 但同时, 矩阵权重也

显著增加了分析难度, 一方面, 块拉普拉斯矩阵的零

空间结构与标量情形存在本质差异; 另一方面, 即使

网络在拓扑意义上连通, 也可能由于权重矩阵的半

正定性和奇异性而导致聚类、一致子空间退化或其

他非经典稳态行为
[12-13].

围绕矩阵权重网络, 与可镇定性问题密切相关

的研究线索大致可分为两类. 第一类研究主要关注

自治协议下的收敛、一致、聚类或同步行为. 例如,
Tuna从矩阵权重拉普拉斯出发研究了线性系统的

同步问题, 揭示了矩阵耦合结构对同步行为的影响
[10].

Li等在矩阵权重拉普拉斯耦合下, 研究了二阶振子

网络的采样同步问题
[11]. Trinh等建立了矩阵权重一

致性框架, 系统刻画了矩阵权重网络中一致性与聚

类现象, 给出了相应的代数与图论条件
[12], 并将结论

拓展到领航者-跟从者拓扑
[13]. 在此基础上, 相关研

究又扩展到了切换拓扑、离散时间情形、有向矩阵权

重网络以及二分一致和簇一致等多个方向
[14-20]. 这类

研究主要服务于自治协议的收敛性分析
[21], 尚未直

接涉及外部控制输入作用下系统能否被稳定化的问

题. 第二类研究主要关注给定输入或观测结构下的

可控性以及能观性问题. Pan等从图论角度研究了矩

阵权重网络的可控性, 分析了权重矩阵定性与可控

子空间维数之间的关系
[22]; Liu等进一步讨论了矩阵

权重符号网络上的可控性问题
[23]; Tuna研究了矩阵

权重图下的可观性, 并揭示了观测结构与块图耦合

之间的内在联系
[24]. 这类研究主要回答系统状态可

达性、可控子空间维数或观测可辨识性等问题, 但尚

未给出部分状态分量受控和分散静态反馈约束下的

闭环稳定化设计方法.
综上所述, 现有研究已分别在标量权重网络的

可镇定性、矩阵权重网络的一致性以及矩阵权重网

络的可控性/可观性方面取得了重要进展, 但对于矩

阵权重有向图下多智能体系统的可镇定性判据及其

分散稳定化设计, 仍缺乏系统结论. 因此, 有必要建

立一套同时面向可镇定性判定与分散反馈构造的统

一分析框架.
基于上述背景, 本文研究矩阵权重有向图下多

智能体系统的可镇定性及分散镇定问题. 首先从矩

阵权重有向图的拓扑结构出发, 引入矩阵权重独立

强连通分量 (MiSCC,  Matrix-weighted  independent
Strongly Connected Component)的概念, 并在此基础

上建立系统可镇定的分块判据; 随后, 进一步研究分

散静态反馈下的实际稳定化设计, 使闭环系统实现

渐近稳定. 主要贡献概括如下:
1) 针对矩阵权重有向图上的多智能体系统, 建

立了基于MiSCC分解的可镇定性分析框架, 将标量

权重网络中基于 iSCC的可镇定性分析推广到了矩

阵权重情形.
2) 针对分散状态反馈约束下的闭环稳定性问

题, 构造了由MiSCC局部闭环子块稳定性推出整体

闭环稳定的分析框架, 基于分块 Lyapunov方法, 将
整体系统的分散稳定化问题分解为若干局部子系统

的稳定性问题.
3) 针对分散镇定设计, 提出了输入选择矩阵的

构造方法, 能够在仅控制部分节点的部分状态分量

的情况下实现闭环系统渐近稳定.
本文其余部分组织如下: 第 1节建立系统模型,

并介绍矩阵权重有向图、MiSCC定义及相关预备知

识; 第 2节研究矩阵权重网络下一阶多智能体系统

的可镇定性判据; 第 3节讨论分散状态反馈下的稳

定化设计及输入选择矩阵构造方法; 第 4节通过数

值仿真验证所提方法的有效性; 第 5节给出结论并

讨论后续研究方向. 
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1    预备知识和问题设置 

1.1    预备知识

G =

(V, E ,A) V = {1, . . . , n} n

E = {eij = (i, j) | (i, j) ∈ V, i ̸= j}
A = {Aji ∈ Rd×d | (i, j) ∈ E}

(i, j) Aji i j

Aji = [0]d×d vi

一个矩阵权重无自环固定有向图用

表示. 顶点集 表示 个顶点

的集合,  表示边

的集合 ,  表示权重矩

阵的集合. 边 的权重是矩阵 , 如果 和 不连

通, 则 . 顶点 的入邻居集合为

Ni = {vj ∈ V | (vj, vi) ∈ E , j ̸= i}.
L0 ∈ Rdn×dn

d× d lij ∈ Rd×d

由矩阵权重图定义的拉普拉斯矩阵 以

的块形式表示, 其块元 定义为

[lii] =
∑
j∈Ni

Aji,

[lij] = −Aji, (j ̸= i).

G = (V, E) V E
V ′ V V ′

G[V ′]

设 是一个图, 其中 是顶点集,  是

边集. 若 是 的非空子集, 则由 导出的诱导子图

定义为:

V ′1) 顶点集:  ;
G V ′2)边集: 包含 中所有两端点均在 中的边.

G u ∈ V v ∈ V(u ̸= v)

u v

v u G
G

若图 中两个不同的顶点 和

均存在一条从 到 的有向路径, 同时也存在一条从

到 的有向路径, 则称图是强连通的. 若忽略图 所

有边的方向后, 所得到的图是连通的, 则称 是弱连

通的. 

1.2    问题设置

G n

xi ∈ Rd i

考虑一个由图 描述的包含 个智能体的多智

能体系统.  表示智能体 的状态, 其动态描述

为

ẋi = ui, i ∈ {1, . . . , n}, (1)

ui =
∑
j∈Ni

Aji(xj − xi). (2)

ui i

Vl = {i1, i2, . . . , im}
其中,  为基于智能体 从其邻居处获取的局部信息

设计的协议. 设 是由外部控制

输入控制的一组智能体, 则智能体的整体动态变为{
ẋi = ui + ri, i ∈ Vl

ẋi = ui, i ∈ Vf

ri
ri i

i

其中 是外部输入. 在矩阵权重网络, 我们可以自然

地将传统的外部输入 对某个智能体 的整体施加影

响拓展到对智能体 的部分状态分量起作用.
D := diag{D1, . . . , Dn} ∈

Rdn×dn Di := diag{di,1, . . . , di,d} ∈
Rd×d, i ∈ {1, . . . , n} di,k ∈ {0, 1}

i L0 G

设 输 入 选 择 矩 阵

是块对角矩阵 , 

, 对角元素 (用于标

识智能体 的哪些状态分量受外部控制).  是图 的

拉普拉斯矩阵.
则多智能体系统的整体动态可以写为

ẋ = −L0x+ Dr (3)

x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rdn, r = (r1, . . . , rn)T ∈ Rdn

D

r = µ(x)

.
给定输入选择矩阵 , 若存在适当的状态反馈控制

律 使得闭环系统渐近稳定, 则称系统 (3)是
可镇定的.

在矩阵权重多智能体系统中, 独立强连通分量

的拓扑划分仍由底层有向图决定; 但在块拉普拉斯

矩阵中, 每个独立强连通分量对应的是由矩阵权重

诱导的块拉普拉斯子矩阵. 为突出其在后续分块可

镇定性分析中的作用, 本文称其为矩阵权重独立强

连 通 分 量 (MiSCC,  Matrix-weighted  independent
Strongly Connected Component).

G = (V, E ,
A)
Vj ⊆ V

定义 1　如图 1所示 , 矩阵权重图

的矩阵权重独立强连通分量 (MiSCC)是由顶点

子集 诱导的极大子图, 并满足

1)其底层有向图强连通;
vk ∈ V \ Vj, vi ∈ Vj (vk, vi) /∈

E d = 1 Aji > 0, (i, j) ∈ E
2)对任意 , 满足

. 当 并且 时, 与经典独立

强连通分量 (iSCC)的刻画一致
[7].

 
 

5 4

6

3 2

1

图1   包含一个 MiSCC 的 6 节点有向图, 用虚线框标记
  

2    单积分器系统的可镇定性

L0

Pσ

根据 MiSCC的定义,  可写为块三角形式, 即
存在置换矩阵 , 使得

L = PσL
0PT

σ =


L1 0 . . . 0 0
0 L2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . Lc 0
L01 L02 . . . L0c L0

 .

L0

因此, 每个MiSCC的拉普拉斯子块的特征值都

是 的特征值, 即

σ(L0) =
c∪

j=1

σ(Lj) ∪ σ(L0).

nj = |Vj|, j ∈ {1, . . . , c}
Lj ∈ Rdnj×dnj

我 们 令 表 示 每 个

MiSCC包含的智能体个数,  .
G L当矩阵权重图 有向时,  的特征值更为复杂.

为讨论系统的可镇定性, 需进一步考虑非MiSCC部
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分对应子块的谱性质以及各 MiSCC对应拉普拉斯

子块的零空间结构. 为此, 作如下假设.
G =

(V, E ,A)
假 设 1　给 定 矩 阵 权 重 固 定 有 向 图

, 满足

G Gj =

(Vj, Ej,Aj), j ∈ {1, . . . , c}
1)  弱连通, 并且包含 c个不同的 MiSCC 

;
G L0

ℜλ(L0) > 0 −L0

2)  的非 MiSCC部分对应的拉普拉斯子块 ,
有 , 即 是 Hurwitz的.

Gj = (Vj, Ej,Aj)

Lj ∈ Rdnj×dnj

对任意一个 MiSCC  , 记与之

对应的拉普拉斯子块为 , 记

Dj = diag{Dji : i ∈ Vj}
i ∈ Vj Lj

(s, wj), wj ̸= 0

为所有 的输入选择矩阵的对角块拼接. 记
的特征对为 , 使得

w∗
j (sIdnj

+ Lj) = 0.

基于假设 1, 多智能体系统 (3)的可镇定性问题

可以利用以下定理求解.

Lj, j ∈ {1, . . . , c} (s, wj)

ℜs ⩾ 0

定理 1　 多智能体系统 (3)是可镇定的当且仅

当所有 的特征对 , 只要

, 就有

w∗
jDj ̸= 0.

j ∈ {1, . . . , c}
ℜs ⩾ 0 wj ̸= 0 w∗

j (sIdnj
+ Lj)

= 0 w∗
jDj = 0 j = 1 0 ̸= w∗

= [ w∗
1 0∗ ] ∈ Rdn

证明　(必要性)假设存在某个 以

及某个 和向量 , 使得

,  . 不失一般性 , 设 . 令
, 则

w∗ [ sIdn + L D ] = [ sw∗
1 + w∗

1L1 0 ] = 0,

这与系统可镇定矛盾.
Lj (s, yj)

ℜs ⩾ 0

(充分性)假设对每个 的特征对 和每个

都有

y∗
jDj ̸= 0.

ℜs ⩾ 0

w∗ ̸= 0

现假设系统 (3)不可镇定. 则存在某个

与非零向量 使得

w∗(sIdn + L) = 0, w∗D = 0, (4)

w∗将 按MiSCC分块写为

w∗ = (w∗
1 , . . . , w

∗
c , w

∗
0),

L由 的块下三角结构可得

w∗
0(sIdn0

+ L0) = 0,

j ∈ {1, . . . , c}并且对每个

w∗
j (sIdnj

+ Lj) + w∗
0L0j = 0. (5)

−L0 ℜs ⩾
0 sIdn0

+ L0

由假设 1:  是 Hurwitz的. 因此对任意

, 矩阵 可逆, 从而推出

w∗
0 = 0,

j代入 (4)得到对每个 ,

w∗
j (sIdnj

+ Lj) = 0. (6)

D = diag{D1, . . . , Dc, D0}
w∗D = 0

另一方面 , 由于 , 条件

等价于逐块

w∗
jDj = 0, w∗

0D0 = 0 (7)

w∗ ̸= 0 w∗
0 = 0 j w∗

j ̸= 0

j w∗
j

结合 与 , 必存在某个 使 . 于

是 (6)(7)两式给出该 上存在非零左特征向量 同

时满足

w∗
j (sIdnj

+ Lj) = 0, w∗
jDj = 0,

这与假设相矛盾, 充分性得证. □
定理 1给出了系统 (3)基于左特征向量的可镇

定性判据, 下面进一步讨论一类具有特定左零空间

结构的矩阵权重网络. 对于该类网络, 定理 1中的左

特征向量条件可简化为输入选择矩阵的秩条件.
Gj = (Vj, Ej,Aj), j

∈ {1, . . . , c} πj ∈ Rnj

>0

Lj

假设 2　对每个 MiSCC 

, 存在向量 , 使得对应的拉普

拉斯子矩阵 满足

ker(L∗
j) = {πj ⊗ v, v ∈ Cd},

并且非零特征值的实部全大于零.

Gj

推论 1　在假设 1和假设 2下, 多智能体系统

(3)是可镇定的, 当且仅当对每个MiSCC   都有

rank(
∑
i∈Vj

Dji) = d.

ker(L∗
j) = {πj ⊗ v : v ∈ Cd}

Lj

ℜs ⩾ 0 s ̸= 0 s sIdnj
+ Lj

wj ̸= 0 w∗
j (sIdnj

+ Lj) = 0

s = 0

证明　由假设 2,  ,

且 非零特征值的实部大于零 . 于是对任意

且 的 , 矩阵 可逆, 从而不存

在左特征向量 使 . 因此只

需检查 , 即

w∗
jLj = 0, w∗

jDj = 0.

w∗
jLj = 0 w∗

j由假设 2, 任意满足 的非零向量 都

可写为

wj = πj ⊗ v, v ̸= 0.

Dj = diag{Dji : i ∈ Vj} Dji另一方面,  , 且 的对

角元素为 0或 1, 代入可得

w∗
jDj = (πT

j ⊗ v∗) diag(Dji) =

(πj1v
∗Dj1 , πj2v

∗Dj2 , . . . , πjnj
v∗Djnj

),

πji > 0由于 , 故

w∗
jDj = 0⇔ v∗Dji = 0,∀i ∈ Vj ⇔

v∗(
∑
i∈Vj

Dji) = 0.

v ̸= 0因此, 系统可镇定当且仅当对任意 都有

4 控 制 与 决 策 第x卷



v∗(
∑
i∈Vj

Dji) ̸= 0

即

rank(
∑
i∈Vj

Dji) = d.

证毕. □
d = 1

Dji ei ∈
{0, 1}

注 1　当 时, 矩阵权重图退化为标量权重

图, 此时定义 1中的 MiSCC退化为经典的 iSCC. 另
一方面 , 每个输入选择矩阵 退化为标量

, 因此推论 1中的条件

rank(
∑
i∈Vj

Dji) = 1

Gj qj ∈ Vj

eqj = 1

等价于对每个 iSCC  , 存在至少一个节点

使得 . 这恰好对应与文献 [7]中的定理 5. 因
此推论 1更具有普适性. 

3    矩阵权重分散镇定性

定义 2　若存在分块对角反馈增益矩阵

K := diag{K1, . . . ,Kn}, Ki ∈ Rd×d,

Ki i其中每个 仅依赖节点 的局部状态信息, 使闭环系

统

ẋ = −(L+ DK)x (8)

D

P > 0

稳定, 则称系统 (3)在给定输入选择矩阵 下分散镇

定. 可以证明系统 (8)稳定当且仅当存在矩阵 ,
使得

P(L+ DK) + (L+ DK)TP > 0.

K

K K = diag{K1, . . . ,Kn}
∈ Rdn×dn

在前文我们得到了系统可镇定的充要条件 (定
理 1). 然而, 定理 1只能抽象地保证某种 的存在性,
却并未限制 的对角块结构

. 

3.1    系统的分散镇定充分条件

L0 + DK Pσ矩阵 可经置换矩阵 置换为如下形式

Pσ(L
0 + DK)PT

σ =
L1 + D1K1 . . . 0 0

...
. . .

...
...

0 . . . Lc + DcKc 0
L01 . . . L0c L0 + D0K0

 ,

Dj = diag{Di | i ∈ Vj}, j = 1, . . . , c M =

−Pσ(L+ DK)PT
σ , Mj = −(Lj + DjKj) ∈ Rdnj×dnj

M0j = −L0j M0 = −(L0 + D0K0) L0j

其中 . 令
,

.  .  是非 MiSCC
节点指向MiSCC节点的耦合块.

Mj Mjiji = −(Ljiji +DjiKji),

i ∈ {1, . . . , nj} Ljiji =
∑
s ̸=i

Ajijs

Mjijl
= −Ljijl

= Ajijl
Dji

的对角块矩阵为

, 其中对角块 . 非对

角块 .  是输入选择矩阵 ,

Kji ∈ Rd×d是增益矩阵.
−L0

D0 = 0

M

Mj Gj Mj

在假设 1下, 非 MiSCC部分对应的块 已由

拓扑结构保证稳定, 可令 . 因此整体闭环矩阵

是否稳定, 取决于各 MiSCC对应局部闭环子块

的稳定性. 下面针对固定的 MiSCC  研究 的

分块对角稳定条件.
定义 3　如果存在分块对角矩阵

Pj = diag{Pji}i∈Vj
> 0, Pji ∈ Rd×d,

使得

PjMj +MT
jPj < 0.

Mj则称矩阵 分块对角稳定.
Mj

Mj

Mj

由 Lyapunov定理可知, 若 分块对角稳定, 则
是 Hurwitz的. 反之, 一般的 Hurwitz矩阵未必存

在分块对角 Lyapunov解. 下面给出一组保证 分

块对角稳定的充分条件.
Gj

Pj = diag{Pji}i∈Vj
> 0 Wi,l ⩾

0 Vi,l ⩾ 0 i ∈ Vj l ̸= i

引理 1　对固定的 MiSCC  , 若存在分块对角

矩阵 以及半正定矩阵

与 使得对所有 与 成立

PjiMjiji +MT
jiji

Pji +Wii + Vii < 0, (9a)[
Wij −PjiMjijl

−MT
jijl

Pji Vli

]
⩾ 0, (9b)

Wii >
∑
l ̸=i

Wil, Vii >
∑
l̸=i

Vli, (9c)

Mj则 分块对角稳定.
x = col(xi)i∈Vj

证明　取任意向量 . 有

xT(PjMj +MT
jPj)x =∑

i

xT
i (PjiMjiji +MT

jiji
Pji)xi+∑

i̸=l

2xT
i PjiMjijl

xl ,

xi, xl根据 (9b), 对任意 有[
xi

xl

]T [
Wij −PjiMjijl

−MT
jijl

Pji Vli

] [
xi

xl

]
⩾ 0,

等价于

2xT
i PjiMjijl

xl ⩽ xT
i Wilxi + xT

l Vlixl.

(i, l), i ̸= l i对所有有序对 求和并按 汇总, 可得∑
i̸=l

2xT
i PjiMjijl

xl ⩽∑
i

xT
i (
∑
l̸=i

Wil +
∑
l̸=i

Vli)xi.

再根据 (9c)得到∑
i̸=l

2xT
i PjiMjijl

xl ⩽
∑

i

xT
i (Wii + Vii)xi,

因此
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xT(PjMj +MT
jPj)x <

∑
i

xT
i (PjiMjiji+

MT
jiji

Pji +Wii + Vii)xi < 0,

PjMj +MT
jPj < 0这说明 , 证毕. □

M = −Pσ(L+ DK)PT
σ

M Mj, j ∈
{1, . . . , c}

由于闭环矩阵 是块下三

角矩阵 , 因此 是 Hurwitz的当且仅当

是 Hurwitz的. 由此可直接得到如下分散

镇定结论.
Gj

Pj = diag{Pji}i∈Vj
> 0

Wil ⩾ 0 Vil ⩾ 0 i ∈ Vj l ̸= i

定理 2　在假设 1下, 对每个 MiSCC  , 若存

在分块对角矩阵 以及半正定

矩阵 与 , 使得对所有 与 成

立

PjiMjiji +MT
jiji

Pji +Wii + Vii < 0,[
Wij −PjiMjijl

−MT
jijl

Pji Vli

]
⩾ 0,

Wii >
∑
l ̸=i

Wil, Vii >
∑
l̸=i

Vli,

则多智能体系统 (8)分散镇定.
Gj

Pj Wil,

Vil

定理 2表明, 只要每个 均能构造出满足引理

1条件的分块对角 Lyapunov矩阵 以及矩阵

, 则整体系统即可通过分散状态反馈实现稳定. 

3.2    计算增益矩阵

Wil, Vil

nj d i ̸= l

定理 2的条件中包含辅助矩阵 , 直接求

解的计算代价较高, 也不利于大规模网络实现. 为此,
在 (9)式约束额外结构, 从而将稳定性判据进一步解

耦为 个维度为 的局部问题. 对所有 , 固定

Vil = γilId, γil ⩾ 0, (10)

Mjijl
̸= 0 γil > 0 Mjijl

= 0

γil = 0 Wil = 0 γil > 0

Wil

对所有非零耦合项 取 ; 若 ,
取 , 并令 . 在 时根据 Schur补
消去 , 得到

Wil =
1

γil

PjiMjijl
MT

jijl
Pji . (11)

i ∈ Vj将 (10)-(11)式代入 (9a), 可得到对每个 的

充分条件

PjiMjiji +MT
jiji

Pji + Pji(
∑
l̸=i

Mjijl
MT

jijl

γil

)Pji+

(ε+
∑
l ̸=i

γli)Id < 0, ∀i ∈ Vj. (12)

ε > 0

Pji

其中 是预定义的正定裕度. 在数值实现上, 常
用其等式形式计算得到 再验证其严格性.

为获得显式可计算的反馈增益表达式, 下面考

虑标量型局部反馈结构

Ki = kiId, Pji = pjiId, i ∈ Vj.

i ∈ Vj对任意 , 记

(S0
j )ii :=

Ljiji + LT
jiji

2
∈ Rd×d;

Ci :=
∑
l ̸=i

Mjijl
MT

jijl

γil

⩾ 0, µi := ε+
∑
l ̸=i

γli > 0.

代入 (9)式, 得到不等式

−2pji(S
0
j )ii − 2pjikiDji + p2

jiCi + µiId < 0. (13)

Ai Pi定义受控坐标集 和未受控坐标集

Ai = {k, di,k = 1}, Pi = {k, di,k = 0},
令

Bi(pji) = −2pji(S
0
j )ii + p2

jiCi + µiId,

则式 (13)等价于

Bi(pji)− 2pjikiDji < 0.

Dji Ai Pi将 按受控坐标集 与未受控坐标集 分块,
可得

[
Baa − 2pjikiIa Bap

Bpa Bpp
] < 0. (14)

Bpp < 0命题 1　若 , 则当

ki >
1

2pji

λmax(Baa −BapB
−1
pp Bpa) (15)

Pi = ∅时, 分块矩阵不等式 (14)成立. 特别地, 当 时,
退化为

ki >
1

2pji

λmax(Bi(pji)).

Bpp < 0证明　根据分块矩阵不等式 (14), 若 ,
根据 Schur 补, 等价于

Baa − 2pjikiIa −BapB
−1
pp Bpa < 0,

于是, 只需保证

2pjikiIa > Baa −BapB
−1
pp Bpa, (16)

因此, 只要

2pjiki > λmax(Baa −BapB
−1
pp Bpa),

Pi = ∅ Baa

= Bi(pji), Dji = Id

(16)式必然成立 , 进而得到 (15). 当 时 , 
. 因此, 式 (15)退化为

ki >
1

2pji

λmax(Bi(pji)).

证毕. □ 

3.3    构造输入选择矩阵

Dj

Bi(pji)− 2pjikiDji

pji γil

i ̸= l

为了向闭环稳定化提供可行的控制输入结构,
由第 2节可知, 输入选择矩阵 必须满足可镇定性

判据; 根据本节前述分析, 在给定反馈结构下, 为进

一步保证闭环稳定, 矩阵 还需满

足负定性要求. 下面给出 与 的一组可行选取.
对任意 , 取
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γil :=

{
0, Mj,il = 0,
∥Mj,il∥2, Mj,il ̸= 0.

(17)

在此基础上, 定义

βi := λmax(Ci), αi := λmin((S
0
j )ii),

作为初始化, 可取

pji :=


√
µi/βi, βi > 0,

µi/(2αi), βi = 0, αi > 0.
(18)

若代入后式 (13)仅在等式处成立, 则令

pji ← (1 + ρ) pji, ρ > 0 (通常取10−2),

直至式 (13)严格成立.
Bi(pji)

i k

考虑到控制增益仅作用于对角项, 为依据

的局部结构选择控制坐标, 定义块 内坐标 的对角

裕度为

mi,k(pji) := −Bi(pji)(k, k) −
∑
p ̸=k

∣∣Bi(pji)(k, p)
∣∣.

(19)

mi,k(pji) < 0若 , 则表明对应行尚未满足严格

对角占优要求, 因此该坐标应优先纳入候选控制集

合.
i mi,k(pji) q

Ci q ⩽ d

对每个块  , 按  升序选取前   个坐标

构成局部候选集  ( ), 并令全局候选集

C :=
∪
i∈V|

{(i, k) : k ∈ Ci}.

C
Dj C

λmax(B
′
pp)

Bpp < 0

随后, 在   上根据定理 1的坐标覆盖约束, 构造

一个满足可镇定性要求的初始选择矩阵 ; 若   不
能使未受控主子块满足负定性要求, 则进一步采用

增广策略, 逐步引入能最大幅度降低  的坐

标, 直至 或不存在可增广坐标. 完整步骤见

如下算法伪代码.
D算法 1　构造输入选择矩阵  .

L {Vj}cj=1

d (ε, {γil}, {pji}, q, tol)
输入: 拉普拉斯矩阵  ; 节点集  ; 状态维

度  ; 参数  .

D输出: 输入选择矩阵  .
D← 0step 1: 初始化  .
j = 1, 2, . . . , cstep 2: 对每个  , 提取子块

Lj = L[Vj,Vj], S
0
j =

1

2
(Lj + LT

j ).

i ∈ Vj Bi(pji) mi,k(pji)step 3: 对所有  , 计算   及  ,

其中

Bi = −2pji(S
0
j)ii + p2

jiCi + µiId,

mi,k = −Bi(k, k)−
∑
p ̸=k

|Bi(k, p)|.

{Bi} Cistep 4: 由   构造局部候选集  , 并取

C =
∪
i∈Vj

{(i, k) : k ∈ Ci},

q ⩽ d其中  .
C mi,k(pji)

Dj

step 5: 在候选集   上按 升序选取部分

坐标, 得到 满足定理 1条件的 .
i Bpp

Bpp ⊀ 0 (i⋆, k⋆)

step 6: 根据在智能体 上选取的坐标, 计算 .
若  , 则选取候选坐标  , 并令

Dji⋆(k
⋆, k⋆)← 1.

Bpp ≺ 0重复该过程 , 直至 或不存在可增广坐

标.
step 7: 令

D[Vj,Vj]← Dj.

Dstep 8: 返回  .
需要指出的是, 算法 1旨在构造同时满足可镇

定性判据和局部闭环稳定条件的可行控制输入选择

矩阵, 并不保证在全局意义下达到最少控制分量数. 

4    数值仿真

本节通过数值算例验证前文所给可镇定性判

据、输入选择矩阵构造方法及局部反馈增益设计方

法的有效性.
所有仿真均基于一阶多智能体系统 (8).

n = 6

V1 = {1, 2, 3} V2 = {4, 5}
V0 = {6}

图 2给出了一个包含 个节点的矩阵权重

有 向 图 ,  其 中 包 含 两 个 MiSCC,  分 别 是

,  ,  以 及 从 节 点 集 合

. 每条边对应的权重矩阵
 
 

2

1

3 6 4

5

图2   6 节点矩阵权重有向图
 

A21 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 2

 , A32 =

 1 −2 3
2 1 0
0 −2 1

 ,

A13 =

 −1 2 0
1 1 0
0 0 1

 , A63 =

 3 −2 1
0 5 2
0 0 4


A64 =

 2 −1 −2
0 4 3
0 0 1

 , A45 =

 −1 0 3
0 −3 4
0 0 −2


A54 =

 1 1 −1
0 1 2
1 0 2


由算法 1可得输入选择矩阵

D = diag{1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1,
0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0},

相应反馈增益为
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k1 = 9.9029, k2 = 19.5222, k3 = 19.5494,

k4 = 4.4214, k5 = 18.7035.

可以看到, 仅需控制 9个状态分量, 即可使闭环系统

满足稳定性要求.
假设每个智能体的初始状态为

[ x1 x2 x3 x4 x5 x6 ] := −2 −5 −5 −2 −5 −5
2 1 −1 −2 −1 1
0 1 1 0 −1 −1

 ,

图 3和图 4 给出了在所设计分散反馈作用下

6个智能体的状态收敛过程.
 
 

0 5 10 15 20
0

2

4

6

||
x

(t
)|

|
i

2

t / s

智能体 1

智能体 2

智能体 3

智能体 4

智能体 5

智能体 6

图3   各智能体状态范数收敛曲线
 

 
 

0 5 10 15 20
-2

0

1

2

x
(t

)
i,

2

t / s

智能体 1

智能体 2

智能体 3

智能体 4

智能体 5

智能体 6-1

图4   各智能体第 2 状态分量收敛曲线
 

s = 0

为验证所提控制分量选择条件的必要性, 我们

保持拓扑结构、权重及初值不变. 仅将输入选择矩阵

的第 5个对角元设置为 0, 使受控分量数由 9降为 8.
此时, 当 时, 存在

w1 = [ 0 1 0 0 1 0 0 1 0 ]T

w∗
1D1 = 0使得 , 从而不满足定理 1的条件.

由图 5, 在当前初始条件下, 去除对第 5 个状态

分量的控制后系统状态范数未能收敛到零, 说明现

有控制配置不足以保证期望的闭环稳定性能.
为展示所设计分散反馈在编队协同任务中的应

用效果, 将每个智能体的状态解释为三维空间中的

坐标信息, 初始位置为各智能体的初始状态, 编队位

移向量

[ h1 h2 h3 h4 h5 h6 ] := 27.00 30.00 30.00 27.00 30.00 30.00
29.50 29.75 30.25 30.50 30.25 29.75
15.00 15.30 15.30 15.00 14.70 14.70

 ,

pr(t) ∈ Rd公共参考轨迹 , 并令

xd
i (t) = pr(t) + hi, i ∈ {1, . . . , n}.

ei(t) = xi(t)− xd
i (t)令编队跟踪误差 . 再额外

设计参考前馈项后, 编队迁移问题可转化为误差系

统的稳定性问题

ėi(t) = −(L+ DK)ei(t).

(D,K) −(L+ DK)因此 , 只要所构造的 使得

Hurwitz, 则编队误差收敛到零, 编队迁移可被实现.
∆ = 0.01 s t ∈ (0, 30] s

T = 30 s

设置仿真步长 , 仿真区间 ,
总时长 .

s = t/T ∈ (0, 1]

编队参考轨迹由三次 Bézier曲线生成 . 令
, 则

pr(t) = (1− s)3P0 + 3(1− s)2sP1+

3(1− s)s2P2 + s3P3.

控制点取为

P0 =

 0
0
0

 , P1 =

 15
−4
10

 ,

P2 =

 22
18
16

 , P3 =

 32
26
22

 .

y-z R = 1.5

x

y-z

编队形状取为 平面内半径为 的正六

边形, 即各智能体在 方向沿公共参考轨迹运动, 同
时在 平面保持固定队形. 经过数值模拟, 得到了

多智能体编队与参考轨迹的误差收敛图和编队轨迹

图.
由图 6可见, 各智能体在 3个坐标方向上的位

置误差逐步收敛到零. 由图 7可见, 多智能体编队完

成了从初始位置到目标区域的整体迁移, 并在运动

过程中基本保持了预设编队形状.
当减少一个受控制的状态分量后, 输入选择矩

阵不再满足定理 1的条件. 由图 8可见, 多智能体编

队实际最终位置与期望位置之间存在显著偏差, 说
明现有控制配置不足以保证闭环系统渐近收敛.

n = 30, 50, 100

为考察所提方法在不同规模矩阵权重网络中的

适用性, 分别针对  三种规模网络开

 

0 5 10 15 20
0

5

10

||
x(
t)

||
2

t / s

正常控制配置

去除第 5 个受控分量

图5    去除受控分量后智能体总体状态范数对比
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ki

展仿真试验 . 对于每个规模 , 随机生成 20张满足

MiSCC 结构约束的矩阵权重有向图, 其边权为正定

矩阵并包含若干负定矩阵, 在每张图上采样多组初

始条件进行闭环仿真. 表 1统计了计算输入选择矩

阵和控制增益的时间、受控分量数、总增益 及

收敛时间等指标用以评估所提方法的计算时间、控

制稀疏性及闭环收敛性能. 其中, 成功率定义为系统

−(L+ DK) −10−6

实现渐近稳定的样本比例 , 数值上若闭环矩阵

所有特征值的实部均小于 , 则判

定系统实现稳定.
 
 

±表1     不同规模网络多次仿真性能统计 (均值 标准差)

n s计算时间/ 受控分量数 总增益 s收敛时间/ 成功率

30 0.024± 0.009 50.80± 5.45 30.666± 6.538 2.759± 0.611 100%

50 0.075± 0.029 79.80± 9.81 78.919± 48.704 2.252± 0.531 100%

100 0.549± 0.201 149.10± 11.45 221.662± 38.976 1.367± 0.368 100%
 

由表 1 可见, 随着网络规模增大, 计算时间呈上

升趋势, 这与大规模网络下输入选择与增益计算复

杂度增加相一致. 与此同时, 受控制的状态分量数虽

然随节点数增长而增加, 但整体仍显著低于全控制

情形. 另一方面, 总增益与收敛时间未随规模扩大而

呈现指数型恶化, 说明该方法在较大规模矩阵权重

网络中仍能够保持较好的闭环收敛性能, 从而体现

出一定的规模适应能力. 

5    结　论

本文研究了矩阵权重有向图下多智能体系统的

可镇定性与分散镇定问题. 通过引入矩阵权重独立

强连通分量 (MiSCC), 研究了局部子块性质与整体

系统可镇定性之间的关系. 在此基础上, 给出了系统

可镇定的充要条件. 进一步地, 针对分散状态反馈情

形, 本文给出了闭环系统渐近稳定的充分条件和输

入选择矩阵的构造方法.
数值算例表明, 所提方法可在控制部分状态分

量的情况下实现系统稳定, 并在较大规模矩阵权重

网络上表现出稀疏控制特征. 未来可进一步考虑高

阶或异质智能体、输出反馈以及含切换拓扑、不确定

矩阵权重等更一般情形下的分散稳定化问题.
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