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摘　要: 针对一类具有凸多面体不确定性、外部干扰及不可测状态的多项式变参数  (PPV)系统, 研究其在输入饱

和约束下的鲁棒混合控制问题. 通过融合有限时间有界与一致指数稳定思想, 并基于齐次多项式  Lyapunov函数

方法, 建立无输入约束情形下闭环系统的鲁棒混合稳定性判据, 从而确保系统在有限时间内兼具良好瞬态收敛与

稳态鲁棒性能. 借助平方和  (SOS)方法, 将上述判据转化为可高效求解的  SOS凸优化问题. 在此基础上, 考虑输

入饱和约束下的局部控制问题, 结合  S-procedure理论, 给出确保闭环系统在指定初始紧集内满足输入限制并保

持鲁棒混合稳定性能的可解性条件. 最后, 通过数值仿真及对比分析验证了所提出方法的有效性与优越性.
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Abstract: This paper investigates the problem of robust mixed control under input saturation constraints for a class of
polynomial  parameter-varying(PPV)  systems  subject  to  convex  polytopic  uncertainties,  external  disturbances,  and
unmeasurable states. By integrating finite-time boundedness with uniform exponential stability and utilizing a homoge-
neous  polynomial  Lyapunov  function  approach,  a  robust  mixed  stability  criterion  is  established  for  the  closed-loop
system  without  input  constraints,  guaranteeing  both  satisfactory  transient  convergence  and  robust  steady-state
performance  within  a  finite  time  interval.  Subsequently,  using  the  sum  of  squares(SOS)  technique,  the  obtained
criterion is reformulated into an efficiently solvable convex optimization problem. Based on these results, to address the
local  control  problem subject  to  input  saturation,  the  solvability  conditions  are  derived via  the  S-procedure to  ensure
that  the  closed-loop  system  respects  the  input  constraints  and  maintains  robust  mixed  stability  within  a  specified
compact set of initial conditions. Finally, numerical simulations and comparative analyses are provided to demonstrate
the effective- ness and superiority of the proposed approach.
Keywords: polynomial  parameter-varying  systems； finite-time  boundedness； uniform  exponential  stability；
homogene- ous Lyapunov functions；convex polytopic uncertainty；sum of squares

0    引 言
各类实际系统的运行不可避免地受到非线性与

时变因素的耦合影响
[1-2]. 经典线性变参数 (linear

parameter-varying,  LPV)[3] 模型虽能刻画时变特性 ,

但本质是平衡点附近的线性近似, 难以描述强非线

性; 而非线性时不变 (nonlinear time-invariant, NTI)[4]

模型虽保留非线性结构, 却无法反映时变动态. 因此,
二者均难以完整表征兼具非线性与时变的复杂系统
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行为. 为此, 文献 [5]提出了系统矩阵同时依赖状态

与时变参数的多项式变参数 (polynomial parameter-
varying, PPV)模型. 该模型能同步表征非线性与时

变特性, 并可借助平方和 (sum of squares, SOS)技术

进行分析与综合, 已在倾转旋翼机轨迹跟踪
[5]
、无人

船控制
[6]
及航空发动机推力控制

[7]
等领域得到应用.

然而 , 现有针对 PPV系统的研究多局限于传统

Lyapunov稳定性框架 (如一致渐近稳定、一致指数

稳定), 侧重于系统在无穷时间尺度上的稳态性能.
这种局限性在工程应用中尤为突出. 由于实际

控制任务通常在有限时域内完成, 且系统状态往往

需在给定时限内维持于期望范围, 仅关注渐近行为

难以满足工程需求. 对此, 有限时间稳定应运而生,
它关注系统在特定时区内的暂态性能, 且相关系统

通常具有更快收敛速度与更强鲁棒性
[8-9]. 目前, 针

对 PPV系统有限时间稳定性的研究处于起步阶段.
文献 [10]初步探讨了 PPV系统的有限时间控制问

题, 但要求输入矩阵无零行且状态收敛至原点; 文献

[11]则提出了更具工程意义的“有限时间有界”概

念, 仅要求状态轨迹在有限时间内保持在预设界内,
并与指数稳定相结合实现了混合稳定控制. 然而, 上
述研究均建立在状态完全可测的理想假设上, 但实

际系统中部分状态往往无法直接测量或测量成本过

高, 极大限制了其工程应用. 因此, 如何突破状态可

测的限制, 针对 PPV系统设计混合稳定 (有限时间

有界+一致指数稳定)输出反馈控制器, 是一个亟待

解决的关键问题.
基于观测器的输出反馈控制是处理状态不可测

问题的有效方案, 其核心思想是利用系统输入和输

出信息, 通过动态系统重构不可测状态变量, 从而为

控制设计提供所需的状态估计值. 迄今, 针对 PPV
系统的观测器控制研究已有若干进展. 文献 [12]设
计了非线性时变观测器以实现局部稳定控制; 文献

[13]进一步考虑了输入饱和约束下的观测器与控制

器协同设计; 文献 [14]则针对存在参数不确定性与

外部干扰情形, 研究了基于观测器的鲁棒控制方法.
遗憾的是, 上述研究均未涉及有限时间稳定性范畴,
基于观测器的 PPV系统混合稳定控制研究仍未见

报道.
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即使解决了状态不可测问题, 各类系统中普遍

存在的参数摄动与外部扰动会加剧状态估计误差,
对系统鲁棒性提出更高要求. 为抑制这些不确定因

素对系统性能的影响,  控制提供了系统化设计方

法. 在 框架下, 文献 [14]将参数不确定性建模为

范数有界形式, 但该方式忽略参数关联, 易导致设计

保守. 相较之下, 凸多面体不确定性模型通过顶点凸

组合刻画参数变化, 能更精确描述多参数关联结构

并降低保守性. 文献 [15]验证了该模型在 PPV系统

鲁棒控制中的优势, 但其研究仍基于状态完全可测

假设. 此外, 文献 [13]和 [16]虽考虑了输入饱和约

束, 但同样未涉及混合稳定控制. 如何在观测器框架

下, 同时处理凸多面体不确定性、外部扰动与输入饱

和约束, 实现 PPV系统的鲁棒混合稳定控制, 尚待

研究.
值得注意的是, 在 PPV系统控制设计中往往面

临一个技术性难题: Lyapunov函数求导会引入非凸

问题, 导致控制器增益矩阵与 Lyapunov函数矩阵无

法同时求解. 现有方法多通过限制 Lyapunov函数矩

阵仅依赖于控制输入矩阵零行对应状态量来解除二

者的耦合
[10-11], 虽能规避非凸性, 但因未能充分利用

状态信息而损失了设计自由度, 存在较强保守性. 为
克服这一局限, 文献 [17]提出齐次 Lyapunov函数方

法, 利用齐次函数性质解除 Lyapunov函数导数中的

耦合项, 同时涵盖系统全部状态. 目前, 该方法已在

非线性时不变系统的跟踪控制
[18]

与鲁棒控制
[19]

中

取得成效, 但尚未拓展至 PPV系统的混合稳定控制

问题, 更遑论在此基础上与观测器、凸多面体不确定

性等进行融合.
上述研究空白之所以长期未能填补, 并非因各

因素缺乏单独处理手段, 而是因其在 PPV系统控制

设计中相互耦合, 难点主要体现在以下三个方面. 第
一, 状态不可测使混合稳定控制由状态反馈转为观

测器—控制器协同设计, 闭环包含原系统状态和观

测误差两个耦合子系统, 估计误差与非线性项、时变

参数及扰动相互耦合, 导致有限时间有界与指数稳

定两类性能无法在原有框架下直接处理. 第二, 凸多

面体不确定性、外部扰动与输入饱和约束并存且相

互耦合: 不确定性影响状态与观测误差动态, 扰动放

大估计偏差, 饱和限制控制力度, 使得暂态性能、稳

态鲁棒性和局部输入约束须统一协调, 远复杂于处

理单一因素. 第三, PPV系统矩阵同时依赖状态与参

数, 一般 Lyapunov函数求导会产生复杂多项式耦合

项 ; 引入观测器后 , 控制器增益、观测器增益与

Lyapunov矩阵三者又形成非凸耦合. 若再考虑混合

稳定、鲁棒性能及输入饱和, 则非凸耦合进一步加

剧, 使综合设计条件即使不考虑保守性, 也难以通过

已有的变量代换、结构限制等方法解决. 这三方面困

难相互交织, 导致现有状态反馈混合稳定控制、基于

观测器的渐近稳定控制及单独处理不确定性或饱和

的方法, 均无法直接推广于本文场景.
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对此, 本文针对一类具凸多面体不确定性、外部

扰动、输入饱和约束及不可测状态的 PPV系统, 在
SOS框架下提出一种基于观测器的鲁棒混合稳定控

制方法. 该方法融合有限时间有界与一致指数稳定

思想, 引入齐次 Lyapunov函数降低设计保守性, 并
将控制条件转化为带 SOS约束的凸优化问题. 本文

的主要贡献在于:首次在观测器框架下实现 PPV系

统的混合稳定控制, 突破状态可测限制;将凸多面体

不确定性与 性能指标引入基于观测器的 PPV系

统混合控制, 同时处理输入饱和约束;进一步, 借助齐

次 Lyapunov函数避免非凸条件, 大幅降低保守性,
且所得观测器与控制器便于工程实现.

N+ Rn Rm×n Sn

n m× n

n× n I 0

AT A+ λmin(A) λmax(A)

A

A Sym(A) = A+AT ΦSOS

文中符号规定如下:  ,  ,  和 分别为

正整数集 ,  维实向量集 ,  维实矩阵集和

维实对称矩阵集;  与 分别表示适维的单位

矩阵和零矩阵;  ,  ,  和 分别为矩

阵 的转置, Moore-Penrose逆, 最小和最大特征值;
对于方阵 ,  ;  表示 SOS多

项式集. 

1    预备知识和问题描述 

1.1    预备知识

t0 T

H [t0, t0 + T ]

G(t) G(t0) < H

定义 1[20]
　给定初始时刻 , 正数 , 正定矩阵

, 以及定义在区间 上的正定矩阵函数

, 且满足 . 考虑非线性时变系统

ẋ(t) = f(x(t), t). (1)

x(t) ∈ Rn f : Rn × [t0, t0 + T ]→
Rn x(t0)

THx(t0) ⩽ 1 ∀t ∈
[t0, t0 + T ]

其中 为系统状态, 
. 若初始状态满足 , 对

均有

x(t)TG(t)x(t) < 1.

(t0, T,H,G(t))则称系统 (1)关于 是有限时间稳定.
定义 2[11]

　若系统 (1)同时满足以下两个条件,
则称其是混合稳定的:

(t0, T,H,G(t))i) 关于 是有限时间稳定的;
∀t0∈

[0,∞) ∀x(t0) ∈ Bδ(0)\{0} δ > 0

c1 > 0 c2 > 0 ∥x(t)∥ ⩽ c1∥x(t0)∥
exp(−c2(t− t0))

ii) 该系统是一致指数稳定的 , 即对于

和 (其中 ), 存在常

数 和 ,  使 得

成立.
n g(x) :=

g(x1, . . . , xn)

{gi(x)}mℓ=1

定 义 3[21]
　 称 一 个 元 实 多 项 式

为 SOS,  若 存 在 一 组 实 多 项 式

, 使得

g(x) =
m∑
ℓ=1

g2
i (x). (2)

g(x) ⩾ 0 ∀x ∈ Rn显然 , 由 (2)式可得 ,  . 另外 ,

Q ⩾ 0 g(x) = ZT(x)QZ(x) Z(x)

x

该条件可表示为等价矩阵形式:存在一个常数矩阵

使得 , 其中 是由

的适当幂次单项式构成的向量.
V (x) : Rn → R

x ∈ Rn ϖ ⩾ 0

定 义 4[22]
　 设 函 数 是 一 个

Lyapunov函数. 若对所有 和任意常数 ,
均满足

V (ϖx) = ϖhV (x), h ∈ N+.

V (x) h则称 为 次齐次多项式 Lyapunov函数.

基于上述概念, 以下给出后续控制设计所需的

四个关键引理.

{gi(x)}mℓ=0

{si(x)}mℓ=1 ∈ ΦSOS

引理 1 (广义 S-procedure)[23]　给定一组实多项

式 ,  若 存 在 一 组 平 方 和 多 项 式

使得

g0(x)−
m∑
ℓ=1

si(x)gi(x) ∈ ΦSOS.

则有

{x ∈ Rn | g1(x) ⩾ 0, . . . , gm(x) ⩾ 0} ⊂
{x ∈ Rn | g0(x) ⩾ 0}.

V (x) : Rn → R h ∈ N+引理 2[17]
　 是 次的齐次

多项式 Lyapunov函数的充要条件为:

hV (x) = xT∇x(V (x)) = ∇T
x(V (x))x.

∇x(V (x)) =
∂V (x)

∂x
V (x) x其中,  表示 关于 的导数.

V (x) : Rn → R h ∈ N+引理 3[17]
　若 是 次的齐

次多项式 Lyapunov函数, 则其可表示为

V (x) =
1

h(h− 1)
xT∇xx(V (x))x.

t且其对时间 的一阶导数可进一步表示为

V̇ (x) =
1

h− 1
ẋT∇xx(V (x))x.

∇xx(V (x)) = ∇x

∂V (x)

∂x
V (x)其中,  为 的 Hessian矩

阵.
P (x)

x ∈ Rs

引理 4[24]
　若对称多项式矩阵 对所有

都非奇异, 则有

∂P (x)

∂xℓ

= −P (x)
∂P−1(x)

∂xℓ

P (x), ℓ = 1, 2, . . . , s.
 

1.2    问题描述

考虑如下具有时变参数不确定性且状态不完全

可测的 PPV系统:

ẋ(t) = (A(x(t), τ(t)) + ∆A(x(t), τ(t)))x(t)+

B1(x(t), τ(t))w(t) + (B2(x(t), τ(t))+

∆B2(x(t), τ(t)))u(t)

z(t) = (C1(x(t), τ(t)) + ∆C1(x(t), τ(t)))x(t)+
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D1(x(t), τ(t))w(t) + (D2(x(t), τ(t))+

∆D2(x(t), τ(t)))u(t)

y(t) = C2(τ(t))x(t). (3)

x(t)∈Rn u(t)∈Rm z(t)∈Rp y(t)∈Rq

w(t)∈Rd w(t)∈ L2[0,∞)

τ(t)∈ Rr A(x(t), τ(t)) Bi(x(t),

τ(t)) C1(x(t), τ(t)) C2(τ(t)) Di(x(t), τ(t)) i =

1, 2 ∆A(x(t), τ(t))

∆B2(x(t), τ(t)) ∆C1(x(t), τ(t)) ∆D2(x(t), τ(t))

其中 ,  、 、 和 分

别为系统状态、控制输入、被控输出与测量输出向

量 ,  为外部扰动且满足   ,
为时变参数向量;  、

、 、 和 (
)为已知的适维多项式矩阵 ,  、

、 和

为对应维数的不确定矩阵.
另外, 该系统满足下列假设:

τ(t) τ̇(t)假设 1　 及其一阶导数 均实时可测.
u(t) = [u1(t) u2(t) . . . um(t)]

T

∀t ⩾ 0

假设 2　 受

幅值饱和限制, 即对 有

|uι(t)| ⩽ uιmax, uιmax ⩾ 0, ι = 1, 2, . . . ,m. (4)

λ(i)∈Rs i = 1,

2, . . . k

假设 3　给定一组顶点向量 (
, ), 定义凸包

-λ := co{λ(1), λ(2), . . . , λ(k)} =

{λ(t) ∈ Rs | λ(t) =
k∑

i=1

ℏi(t)λ
(i),

k∑
i=1

ℏi(t) = 1, ℏi(t) ∈ [0, 1]}.

λ(t) = [λ1(t), λ2(t), . . . , λs(t)]
T ∈ -λ若 ,则设不

确定矩阵可表示为如下形式:

∆A(x(t), τ(t)) =
s∑

j=1

λj(t)A
(j)(x(t), τ(t)),

∆B2(x(t), τ(t)) =
s∑

j=1

λj(t)B
(j)
2 (x(t), τ(t)),

∆C1(x(t), τ(t)) =
s∑

j=1

λj(t)C
(j)
1 (x(t), τ(t)),

∆D2(x(t), τ(t)) =
s∑

j=1

λj(t)D
(j)
2 (x(t), τ(t)). (5)

A(j)(x(t), τ(t)) B(j)
2 (x(t), τ(t)) C(j)

1 (x(t),

τ(t)) D(j)
2 (x(t), τ(t))

λ(t)

-λ

其中 ,  、 、

和 为已知的适维多项式矩阵 .

这表明, 系统 (3)的不确定性由时变参数向量 在

的变化所刻画, 呈现出凸多面体结构.
x(t)

τ(t)

注 1　当系统 (3)的系数矩阵不依赖于 时,
退化为多项式型 LPV系统 ;当系数矩阵不依赖于

时, 退化为非线性时不变系统. 因此, 本文所研

究的 PPV系统是上述两类系统的推广, 更具普适性.

x(t) τ(t) λ(t) x τ λ

为简化表述, 下文将略写时间相关变量, 如将

,  和 分别记为 ,  和 .

针对 PPV系统 (3), 设计非线性时变观测器

˙̂x = A(x̂, τ)x̂+B2(x̂, τ)u+ L(x̂, τ)(y − ŷ)

ŷ = C2(τ)x̂. (6)

x̂ x L(x̂, τ) ∈ Rn×q其中,  为 的估计值,  为待设计的观

测器增益矩阵.
基于观测器 (6), 构造如下控制器

u = K(x̂, τ, τ̇)x̂. (7)

K(x̂, τ, τ̇)∈Rm×n其中,  为待设计的控制器增益矩

阵.
联立 (3), (5)-(7), 可得闭环系统

ẋc = (Ac(x, x̂, τ, τ̇) +
s∑

j=1

λjA
(j)
c (x, x̂, τ, τ̇))xc+

Bc(x, τ)w

z = (Cc(x, x̂, τ, τ̇) +
s∑

j=1

λjC
(j)
c (x, x̂, τ, τ̇))xc+

Dc(x, τ)w. (8)

其中,

[x̂T eT]
T
,

Ac(x, x̂, τ, τ̇)=

[
A(x̂, τ)+B2(x̂, τ)K(x̂, τ, τ̇)

Ā(x, x̂, τ)+B̄(x, x̂, τ)K(x̂, τ, τ̇)
→

← L(x̂, τ)C2(τ)
A(x, τ)− L(x̂, τ)C2(τ)

]
,

A(j)
c (x, x̂, τ, τ̇) =[

0
A(j)(x, τ) +B(j)

2 (x, τ)K(x̂, τ, τ̇)
→

← 0
A(j)(x, τ)

]
,

Cc(x, x̂, τ, τ̇) =

[C1(x, τ) +D2(x, τ)K(x̂, τ, τ̇) C1(x, τ)] ,[
0

B1(x, τ)

]
,

Dc(x, τ) = C(j)
c (x, x̂, τ, τ̇) =[

C(j)
1 (x, τ) +D(j)

2 (x, τ)K(x̂, τ, τ̇) C(j)
1 (x, τ)

]
e=x− x̂ Ā(x, x̂, τ)=A(x, τ)−A(x̂, τ)

B̄(x, x̂, τ)=B2(x, τ)−B2(x̂, τ)

为观测误差,  ,

.

基于前述理论与系统模型, 本文针对 PPV系统

(3)提出并研究以下控制设计问题:
问题 1　在满足假设 1, 3且不考虑输入饱和的

条件下, 设计非线性时变观测器 (6)与状态反馈控制

器 (7), 使得闭环系统 (8)为无饱和约束的鲁棒混合

稳定, 亦即对所有容许的参数不确定性 (5), 同时实

现:
w = 0i) 当 时, 该系统混合稳定;
xc(0) = 0 w z L2ii) 当 时, 从 到 的 -增益不大于给
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σ定正数 , 即w ∞

0
∥z(t)∥2dt < σ2

w ∞

0
∥w(t)∥2dt.

问题 2　进一步考虑输入饱和限制, 设计观测

器 (6)与控制器 (7), 使得闭环系统 (8)为饱和约束下

的局部鲁棒混合稳定 , 即该系统在满足输入约束

(4)的前提下, 于给定初始条件紧集内仍具有问题

1所述的鲁棒混合稳定性能.
 

2    主要结论

首先, 采用齐次多项式 Lyapunov函数, 并结合

有限时间稳定与一致指数稳定的思想 , 给出问题

1成立的充分条件.
t0 T σ h

H [t0, t0 + T ] G

G(t0) < H ε1 < ε2 ε3i i = 1,

2, . . . , k h− 2

P (xc, τ) ∈ S2n

定理 1　给定初始时刻 , 正数 、 和 , 正定

矩阵 , 及定义在 上的正定矩阵函数 ,

其中 . 若存在正数 和 (

),  以 及 次 的 齐 次 多 项 式 矩 阵

使得以下条件成立:

ε1I ⩽ P (xc, τ) ⩽ ε2I, (9)Θi
h

2
P (xc, τ)Bc(x, τ) C̃T

ci(x, x̂, τ, τ̇)
∗ −σ2I DT

c (x, τ)
∗ ∗ −I

+

ε3iI ⩽ 0, i = 1, 2, . . . , k, (10)

P (xc(t0), τ(t0))− λmin(H)I < 0, (11)

P (xc, τ)− λmax(G)I ⩾ 0. (12)

则闭环系统 (8)在无饱和约束下是鲁棒混合稳定的.

其中,

Ãci(x, x̂, τ, τ̇) = Ac(x, x̂, τ, τ̇)+
s∑

j=1

λ(i)
j A(j)

c (x, x̂, τ, τ̇),

Sym(
h

2
P (xc, τ)Ãci(x, x̂, τ, τ̇))+

r∑
ℓ=1

∂P (xc, τ)

∂τℓ
τ̇ℓ,

C̃ci(x, x̂, τ, τ̇) = Cc(x, x̂, τ, τ̇)+
s∑

j=1

λ(i)
j C(j)

c (x, x̂, τ, τ̇),

λ(i)
j λ(i) j为 的第 行.

w = 0证明   ①一致指数稳定性 ( 情形).

h构造 次齐次多项式 Lyapunov函数

V (xc, τ) = xT
cP (xc, τ)xc =

xT
c

1

h(h− 1)
∇xcxc

(V (xc, τ))xc.

由条件 (9)可知

0 < ε1∥xc∥2 ⩽ V (xc, τ) ⩽ ε2∥xc∥2. (13)

V (xc, τ) ∥xc∥ → ∞

V (xc, τ)→∞

这表明 是正定有界的 , 且当 时

.

对于系统 (8), 由引理 2和 3可得出

V̇ (xc, τ) =
1

h− 1
ẋT

c∇xcxc
(V (xc, τ))xc+

(
∂V (xc, τ)

∂τ
)Tτ̇ = ẋT

chP (xc, τ)xc+

xT
c (

r∑
ℓ=1

∂P (xc, τ)

∂τℓ
τ̇ℓ)xc =

xT
c (Sym(

h

2
P (xc, τ)(Ac(x, x̂, τ, τ̇)+

s∑
j=1

(
k∑

i=1

ℏiλ
(i)
j )A(j)

c (x, x̂, τ, τ̇)))+

r∑
ℓ=1

∂P (xc, τ)

∂τℓ
τ̇ℓ)xc =

xT
c (

k∑
i=1

ℏiSym(
h

2
P (xc, τ)Ãci(x, x̂, τ, τ̇))+

r∑
ℓ=1

∂P (xc, τ)

∂τℓ
τ̇ℓ)xc =

k∑
i=1

ℏi(x
T
cΘixc), (14)

ν̇i(xc, τ) = V̇ (xc, τ)|λ=λ(i) =

xT
c (

r∑
ℓ=1

∂P (xc, τ)

∂τℓ
τ̇ℓ+

Sym(
h

2
P (xc, τ)(Ac(x, x̂, τ, τ̇)

s∑
j=1

λ(i)
j A(j)

c (x, x̂, τ, τ̇))))xc = xT
cΘixc. (15)

k∑
i=1

ℏi = 1 ℏi ∈ [0, 1]

Θi + ε3iI ⩽ 0

由于 且 , 结合式 (14)、(15)和式

(10)中的 , 易知

V̇ (xc, τ) =
k∑

i=1

ℏiν̇i(xc, τ) ⩽ −
k∑

i=1

ℏiε3i∥xc∥2.

(16)

ε3 =
k∑

i=1

ℏiε3i V̇ (xc, τ) ⩽ −ε3∥xc∥2记 , 则有 . 结

合式 (13), 进一步得到

V̇ (xc, τ) ⩽ −
ε3
ε2
V (xc, τ) < 0, ∀t ⩾ 0, ∀xc ̸= 0.

再由上式可知

V (xc, τ) ⩽ V (xc(t0), τ(t0)) exp(
−ε3
ε2

(t− t0)),

∀t ⩾ t0. (17)

结合式 (13), 可得
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∥xc∥ ⩽
√

1

ε1
V (xc, τ) ⩽√

1

ε1
V (xc(t0), τ(t0)) exp(

−ε3
ε2

(t− t0)) ⩽√
ε2
ε1
∥xc(t0)∥2 exp(

−ε3
ε2

(t− t0)) =√
ε2
ε1
∥xc(t0)∥ exp(

−ε3
2ε2

(t− t0)), ∀t ⩾ t0.

故系统 (8)是全局一致指数稳定的.
②有限时间稳定性

由条件 (11)和 (12)分别得

H > P (xc(t0), τ(t0)), (18)

G ⩽ P (xc, τ), ∀t ∈ [t0, t0 + T ]. (19)

t ∈ [t0, t0 + T ]结合式 (17)-(19), 对任意 有

xT
cGxc ⩽ V (xc, τ) ⩽

V (xc(t0), τ(t0)) exp(
−ε3
ε2

(t− t0)) <

xT
c (t0)Hxc(t0) exp(

−ε3
ε2

(t− t0)) ⩽

xT
c (t0)Hxc(t0).

xT
c (t0)Hxc(t0) ⩽ 1

∀t ∈ [t0, t0 + T ] xT
cGxc < 1

(t0, T,H,G)

因此, 若初始状态满足 , 则对

有 ,  即 系 统 (8)关 于

有限时间稳定.

H∞ w ∈ L2[0,∞)③鲁棒 性能 ( 情形).

由条件 (10)易知Θi

h

2
P (xc, τ)Bc(x, τ) C̃T

ci(x, x̂, τ, τ̇)

∗ −σ2I DT
c (x, τ)

∗ ∗ −I

 < 0.

(20)

zi = z|λ=λ(i)

i = 1, 2, . . . , k

令 , 通过式 (20)及 Schur补引理可

知, 对每个 有

ν̇i(xc, τ) + zT
i zi − σ2wTw < 0. (21)

z =
k∑

i=1

ℏizi注意到 , 展开可得

zTz = (
k∑

i=1

ℏiz
T
i )

k∑
i=1

ℏizi =

k∑
i=1

ℏ2
iz

T
i zi + 2

∑
1⩽i<j⩽k

ℏiℏjz
T
i zj ⩽

k∑
i=1

ℏ2
iz

T
i zi +

∑
1⩽i<j⩽k

ℏiℏj(z
T
i zi + zT

j zj) =

k∑
i=1

ℏiz
T
i zi. (22)

进一步, 结合式 (16)、(21)和 (22)可得

V̇ (xc, τ) + zTz − σ2wTw ⩽
k∑

i=1

ℏi(ν̇i(xc, τ) + zT
i zi − σ2wTw) < 0.

V (xc(0), τ(0)) = 0 t = 0

t = α

在 条件下, 对上式从 到

进行积分, 可得w α

0
(zTz − σ2wTw)dt ⩽

V (xc(0), τ(0))− V (xc(α), τ(α)) < 0, ∀α > 0.

α→∞令 ,即得w ∞

0
∥z(t)∥2dt < σ2

w ∞

0
∥w(t)∥2dt.

结合①和②, 闭环系统 (8)在无饱和约束下是鲁

棒混合稳定. □

P (xc, τ) K(x̂, τ, τ̇) L(x̂, τ)定理 1中 与 、 存在耦

合, 无法直接求解. 下面给出相应的 SOS凸规划条

件.

t0 T σ h ε4 < ε5 ε6 < ε7 ε9

ε10 ε8i i = 1, 2, . . . , k H

[t0, t0 + T ] G(G(t0) < H)

h− 2 P1(x̂, τ) ∈ Sn

P2(x̂, τ) ∈ Sn X(x̂, τ, τ̇) ∈ Rm×n

Y (x̂, τ) ∈ Rn×n

定理 2　对于满足假设 1和 3的系统 (3), 给定

初始时刻 , 正数 、 、 、 、 、 、

和 ( ), 正定矩阵 , 及定义在

上的正定矩阵函数 . 若存

在 次 的 齐 次 多 项 式 矩 阵 和

, 以及多项式矩阵

和 , 使得以下条件成立

vT
1 (P1(x̂, τ)− ε4I)v1 ∈ ΦSOS, (23)

vT
2 (ε5I − P1(x̂, τ))v2 ∈ ΦSOS, (24)

vT
3 (P2(x̂, τ)− ε6I)v3 ∈ ΦSOS, (25)

vT
4 (ε7I − P2(x̂, τ))v4 ∈ ΦSOS, (26)

− vT
5i(Υi + ε8iI)v5i ∈ ΦSOS, i = 1, 2, . . . , k,

(27)

vT
6 (P1(x̂(t0), τ(t0))λmin(H)− (1 + ε9)I)v6 ∈ ΦSOS,

(28)

vT
7 (P2(x̂(t0), τ(t0))λmin(H)− (1 + ε10)I)v7 ∈ ΦSOS,

(29)

vT
8 (I − P1(x̂, τ)λmax(G))v8 ∈ ΦSOS, (30)

vT
9 (I − P2(x̂, τ)λmax(G))v9 ∈ ΦSOS. (31)

则闭环系统 (8)是无饱和约束鲁棒混合稳定的, 且控

制器和观测器增益矩阵分别为

K(x̂, τ, τ̇) = X(x̂, τ, τ̇)P−1
1 (x̂, τ),

L(x̂, τ) = Y (x̂, τ)P−1
2 (x̂, τ)C+

2 (τ) (32)

其中,

6 控 制 与 决 策 第x卷




Υ1 Υ2i 0

∗ Υ3i

h

2
B1(x, τ)

∗ ∗ −σ2I
∗ ∗ ∗

→

←
P1(x̂, τ)C̃

T
1i(x, τ) +XT(x̂, τ, τ̇)D̃T

2i(x, τ)
P2(x̂, τ)C̃

T
1i(x, τ)

DT
1 (x, τ)
−I

 ,

Ãi(x, τ) = A(x, τ) +
s∑

j=1

λ(i)
j A(j)(x, τ),

C̃1i(x, τ) = C1(x, τ) +
s∑

j=1

λ(i)
j C(j)

1 (x, τ),

D̃2i(x, τ) = D2(x, τ) +
s∑

j=1

λ(i)
j D(j)

2 (x, τ),

vℓ ∈ Rn(ℓ = 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9), v5i ∈ R2n+d+p,

Υ1 = Sym(
h

2
(A(x̂, τ)P1(x̂, τ)+

B2(x̂, τ)X(x̂, τ, τ̇)))−
r∑

ℓ=1

∂P1(x̂, τ)

∂τℓ
τ̇ℓ,

Υ3i = Sym(
h

2
(Ãi(x, τ)P2(x̂, τ)− Y (x̂, τ)))−

r∑
ℓ=1

∂P2(x̂, τ)

∂τℓ
τ̇ℓ,

Υ2i =
h

2
Y (x̂, τ) +

h

2
(XT(x̂, τ, τ̇)(B̄(x, x̂, τ)+

s∑
j=1

λ(i)
j B(j)

2 (x, τ))T + P1(x̂, τ)(Ā(x, x̂, τ)+

s∑
j=1

λ(i)
j A(j)(x, τ))T).

P (xc, τ) = diag(P−1
1 (x̂, τ), P−1

2 (x̂, τ))证明　令 ,

根据定义 3, 由条件 (23)-(26)易知

1

ε5
I ⩽ P−1

1 (x̂, τ) ⩽ 1

ε4
I,

1

ε7
I ⩽ P−1

2 (x̂, τ) ⩽ 1

ε6
I. (33)

ε1 = min(ε−1
5 , ε−1

7 ) ε2 = max(ε−1
4 , ε−1

6 )

ε1I ⩽ P (xc, τ) ⩽ ε2I

取 和 ,则

, 即条件 (9)成立.

进一步, 由条件 (27)可知

Υi + ε8iI ⩽ 0. (34)

P (xc, τ)

diag(P1(x̂, τ), P2(x̂, τ), I, I) X(x̂, τ, τ̇) =

K(x̂, τ, τ̇)P1(x̂, τ) Y (x̂, τ)=L(x̂, τ)C2(τ)

P2(x̂, τ)

将 代入式 (10), 再分别左乘和右乘对角

矩阵 , 并记

和

, 然后由引理 4就可得出

Υi + ε3idiag(P
2
1 (x̂, τ), P

2
2 (x̂, τ), I, I) ⩽ 0.

P1(x̂, τ) P2(x̂, τ)由于 和 正定且有界, 存在正数

ς diag(P 2
1 , P

2
2 , I, I) ⩾ ςI使得 , 从而

Υi + ςε3iI ⩽ 0.

ε8i ⩾ ςε3i取 , 则定理 1中条件 (10)成立, 即条件 (27)

蕴含条件 (10).

由条件 (28)和 (29)成立可知

P1(x̂(t0), τ(t0))λmin(H) ⩾ (1 + ε9)I,

P2(x̂(t0), τ(t0))λmin(H) ⩾ (1 + ε10)I. (35)

λmin(H)I>P−1
1 (x̂(t0), τ(t0)) λmin(H)I>

P−1
2 (x̂(t0), τ(t0)) λmin(H)I > P (xc(t0), τ(t0))

这意味着 和

, 因此 ,

即条件 (11)成立.

再由条件 (30)和 (31)可得出

P1(x̂, τ)λmax(G) ⩽ I, P2(x̂, τ)λmax(G) ⩽ I. (36)

显然, 条件 (12)也成立.

至此, 根据定理 1, 闭环系统 (8)在无饱和约束

下是鲁棒混合稳定的, 且控制器与观测器增益由式

(32)确定. □

定理 2为问题 1提供了一个全局可解性条件.

考虑到全局条件过于严苛,且局部控制器往往性能更

优, 下面将状态与时变参数约束在局部区域, 给出相

应的局部鲁棒混合稳定判据.

对于闭环系统 (8), 定义下列集合:

βx̂ = {x̂ ∈ Rn : gℓ(x̂) ⩾ 0, ℓ = 1, 2, . . . n}
βτ = {τ ∈ Rr : fℓ(τ) ⩾ 0, ℓ = 1, 2, . . . , r}
βτ̇ = {τ̇ ∈ Rr : dℓ(τ̇) ⩾ 0, ℓ = 1, 2, . . . , r}.

gℓ(x̂) fℓ(τ) dℓ(τ̇) βx̂ βτ βτ̇其中,  、 和 分别为保证 、 和 是

非空紧集的实多项式函数.

t0 T σ h ε4 < ε5 ε6 < ε7 ε9

ε10 ε8i i = 1, 2, . . . , k H

G [t0, t0 + T ] G(t0) < H h− 2

P1(x̂, τ) ∈ Sn P2(x̂, τ) ∈ Sn

X(x̂, τ, τ̇) ∈ Rm×n Y (x̂, τ) ∈ Rn×n

γ1ℓ(v5i, τ̇) αιℓ(vi, x̂) βιℓ(vi, τ)

ι = 1, 2, . . . , 9

定理 3　对于满足假设 1和 3的系统 (3), 给定

初始时刻 , 正数 、 、 、 、 、 、

和 ( ), 正定矩阵 , 正定矩阵函

数 (定义在 , ). 若存在

次的齐次多项式矩阵 和 ,

多项式矩阵 和 ,

以及 SOS多项式 、 和

( )使得以下条件成立

vT
1 (P1(x̂, τ)− ε4I)v1 −

n∑
ℓ=1

α1ℓ(v1, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β1ℓ(v1, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS, (37)

vT
2 (ε5I − P1(x̂, τ))v2 −

n∑
ℓ=1

α2ℓ(v2, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β2ℓ(v2, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS, (38)
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vT
3 (P2(x̂, τ)− ε6I)v3 −

n∑
ℓ=1

α3ℓ(v3, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β3ℓ(v3, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS, (39)

vT
4 (ε7I − P2(x̂, τ))v4 −

n∑
ℓ=1

α4ℓ(v4, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β4ℓ(v4, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS, (40)

− vT
5i(Υi + ε8iI)v5i −

n∑
ℓ=1

α5ℓ(v5i, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β5ℓ(v5i, τ)fℓ(τ)−
r∑

ℓ=1

γ1ℓ(v5i, τ̇)dℓ(τ̇) ∈

ΦSOS, i = 1, 2, . . . , k, (41)

vT
6 (P1(x̂(t0), τ(t0))λmin(H)− (1 + ε9)I)v6−

n∑
ℓ=1

α6ℓ(v6, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β6ℓ(v6, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS, (42)

vT
7 (P2(x̂(t0), τ(t0))λmin(H)− (1 + ε10)I)v7−

n∑
ℓ=1

α7ℓ(v7, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β7ℓ(v7, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS, (43)

vT
8 (I − P1(x̂, τ)λmax(G))v8−

n∑
ℓ=1

α8ℓ(v8, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β8ℓ(v8, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS, (44)

vT
9 (I − P2(x̂, τ)λmax(G))v9−

n∑
ℓ=1

α9ℓ(v9, x̂)gℓ(x̂)−

r∑
ℓ=1

β9ℓ(v9, τ)fℓ(τ) ∈ ΦSOS. (45)

βx̂ × βτ × βτ̇则在局部区域 内, 闭环系统 (8)是无饱

和约束鲁棒混合稳定的, 且相应控制器与观测器增

益如式 (32)所示.

(x̂, τ, τ̇) ∈ βx̂ × βτ × βτ̇

证明　根据引理 1, 条件 (37)-(45)意味着对任

意 ,式 (33)-(36)成立 . 其他

证明同定理 2.

在前文基础上, 进一步考虑输入饱和约束影响.

定义集合

β̃x̂ = {x̂ ∈ βx̂ : x̂TP−1
1 (x̂, τ)x̂ ⩽ 1}.

则问题 2的可解性条件如下.

δι ι = 1, 2, . . . ,m

α0ℓ(v0ι, x̂) β0ℓ(v0ι, τ)

γ0ℓ(v0ι, τ̇)

定理 4　对于满足假设 1-3的系统 (3), 给定正

数 ( ). 若定理 3的条件 (37)-(45)成
立 , 且存在 SOS多项式 、 和

使得

vT
0ι(

[
u2

ιmax Xι(x̂, τ, τ̇)
XT

ι (x̂, τ, τ̇) P1(x̂, τ)

]
−

δι

[
1 −x̂T

−x̂ P1(x̂, τ)

]
)v0ι−

n∑
ℓ=1

α0ℓ(v0ι, x̂)gℓ(x̂)−
r∑

ℓ=1

β0ℓ(v0ι, τ)fℓ(τ)−

r∑
ℓ=1

γ0ℓ(v0ι, τ̇)dℓ(τ̇) ∈ ΦSOS, ι = 1, 2, . . . ,m.

(46)

β̃x̂ × βτ × βτ̇

Xι(x̂, τ, τ̇) X(x̂, τ, τ̇)

ι v0ι ∈ Rn+1

则闭环系统 (8)在区域 内是饱和约束

下的局部鲁棒混合稳定, 相应控制器与观测器增益

矩阵同式 (32). 其中 ,  是 的第

行,  .
x̂∈ β̃x̂[

1 −x̂T

−x̂ P1(x̂, τ)

]
⩾0 (x̂, τ, τ̇)

∈ β̃x̂ × βτ × βτ̇ Xι(x̂, τ, τ̇)P
−1
1 (x̂, τ)XT

ι (x̂, τ, τ̇)

⩽ u2
ιmax

证明　结合引理1和条件 (46), 当 时, 由Schur

补引理可得 . 对任意

          , 有

.
接着, 根据 Schwarz不等式, 又有

|uι|2 = |Xι(x̂, τ, τ̇)P
−1
1 (x̂, τ)x̂|2 =

|Xι(x̂, τ, τ̇)P
− 1

2
1 (x̂, τ)P

− 1
2

1 (x̂, τ)x̂|2 ⩽

∥Xι(x̂, τ, τ̇)P
− 1

2
1 (x̂, τ)∥2∥P− 1

2
1 (x̂, τ)x̂∥2 =

Xι(x̂, τ, τ̇)P
−1
1 (x̂, τ)XT

ι (x̂, τ, τ̇)x̂
TP−1

1 (x̂, τ)x̂ ⩽
u2

ιmax

u

β̃x̂ × βτ × βτ̇

因此,  满足约束 (4). 最后, 结合定理 3, 可知闭环系

统 (8)在区域 内是饱和约束下的局部

鲁棒混合稳定的. □
ρ = σ2注 2　在定理 4中, 令 , 则其相应的局部

鲁棒混合稳定优化问题为:

min ρ

s.t. (37)–(46), ρ− ε0 ∈ Φsos. (47)

ε0 ρ > 0

ρ ρ⋆ H∞ σopt =
√
ρ⋆

其中,  为用于保证 而给定的正数. 此时,若求

得 的最小值为 , 则最优 性能指标 .
 

3    数值仿真

本节通过两个数值算例验证所提方法的有效性

与优越性. 例 1在不同扰动和参数摄动工况下验证

闭环系统性能; 例 2与现有文献方法进行对比, 进一

步说明本文方法的优势.
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例 1　考虑文献 [25]的非线性时变系统,其状态

空间描述为
ẋ =

 τ1 1

τ 2
2

2
x1 1 + τ2 +

τ 2
2

2

x+

[
0
1

]
w +

[
0
1

]
u

z = [0 1]x

y = [0 1]x
(48)

x = [
x1

x2
] τ1 = e−t − 2 τ2 = sin(−t)− 2其中,  ,  ,  .

A(1)(x, τ)=

[
τ1 0
0 0

]
A(2)(x, τ)=

[
0 0

0 τ2 +
τ 2
2

2

]
A(3)(x, τ)=

[
0 0

τ 2
2

2
x1 0

]
B(j)

2 (x, τ) = 0 C(j)
1 (x, τ) = 0 D(j)

2 (x, τ) = 0 j =

1, 2, 3 λ λ(1) = [0.5 0 0]
T

λ(2)

=[−0.5 0 0]
T

λ(3)=[0 0.5 0]
T

λ(4) =

[0 −0.5 0]
T

λ(5)=[0 0 0.5]
T

λ(6)=[0 0 −0.5]T

假设该系统受多方面因素影响 , 存在形如式

(5)的不确定性 , 相关参数为 ,

,  ,

、 和 (

), 且 取值于由顶点 , 

,  ,   

,  , 

构成的凸八面体内.
t0=0 T =10 h=6 H = I G(t) =

1

200
I ε0 = δ1 = 10−8 ε4 = 5× 10−6 ε5 = 100

ε6 = 10−4 ε7 = 108 ε9 = ε10 = 6.8× 10−2 ε8i =

1.16× 10−6 i = 1, 2, . . . , 6 u1max = 60

gi(x̂) = 25− x̂2
i fi(τ) = 9− τ 2

i di(τ̇) = 9− τ̇ 2
i

P1(x̂, τ) P2(x̂, τ) X(x̂, τ, τ̇) Y (x̂, τ)

σopt = 0.7

接着, 给定 ,  ,  ,  , 

,  ,  ,  ,

,  ,  , 
( )和 , 并设定

,  ,  ,

、 、 和 的阶数均

为 4阶, 就可借助 MATLAB/SOSTOOLS求解优化

问题 (47), 得到形如式 (32)的控制器和观测器增益

矩阵, 此时 .

xc(0) = [0.1 −0.1
0.01 0]

T

为验证本文方法在不同工况下的有效性, 针对

以下三种情形 (初始状态均为

)进行仿真:

i) 标称系统 (Nominal System,NS)

λ = 0, w = 0;

ii)  受 扰 且 参 数 摄 动 系 统 1  (disturbed  and
parameter-perturbed system 1, DPPS1)

λ = [0.05 −0.1 0.35]
T
,

w =



1− sgn(t− 2.5)

2
× 0.2+

1 + sgn(t− 2.5)

2
× (0.4− 0.08t),

0 < t ⩽ 5

0, t > 5

iii) 受 扰 且 参 数 摄 动 系 统 2  (disturbed  and
parameter-perturbed system 2, DPPS2)

λ = [−0.4 0.05 −0.05]T ,

w =

{
0.2× sin(2π(t− 5)), 0 < t ⩽ 5

0, t > 5

u1 max = 30进一步, 将输入饱和上界调整为 , 重

新求解控制器与观测器, 并与 DPPS2相同条件下进

行仿真.

仿真结果如图 1-6所示, 其中图 1-4为系统状态

响应曲线, 图 5为控制输入曲线, 图 6为外部扰动波

形. 由图 1-4可见, 在三种工况下闭环系统状态均能

在 5秒左右收敛至 0, 且实际状态与估计状态轨迹吻

合良好, 表明所设计的观测器具有快速准确的跟踪

能力. 图 5显示, 各工况下的控制输入始终被严格限

定在预设饱和界内. 进一步地, 对比 DPPS2工况下

不同输入饱和上界的仿真结果, 当饱和上界降低时,

控制输入幅值减小, 但系统状态及其估计值的暂态

波动增大, 收敛速度变缓. 上述结果一方面证实了所

提方法在输入受限条件下对外部扰动及参数摄动的

抑制能力, 另一方面也反映出, 执行器的物理约束

(即输入饱和上界)直接影响着闭环系统的暂态性能.

例 2　为进一步验证本文方法的优势 , 考虑

图 7所示的隧道二极管电路模型
[26], 其状态空间描

述为:
 

x 1

0
t / s

2 4 6 8

NS

DPPS1

DPPS2: u   1max = 60

DPPS2: u   1max = 30

0

0.05

0.10

x1图 1     的轨迹
 

0

-0.05x 2

-0.10

0
t / s

2 4 6 8

NS

DPPS1

DPPS2: u   1max = 60

DPPS2: u   1max = 30

x2图 2     的轨迹
 

0
t / s

2 4 6 8

NS

DPPS1

DPPS2: u   1max = 60

DPPS2: u   1max = 30

0

0.05

0.10

x 1^

x̂1图 3     的轨迹
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
ẋ =

[
−0.02− 0.1x2

1 10
−1 −τ

]
x+

[
0
1

]
w +

[
50
1

]
u

z = [1 0]x

y = [1 0]x
(49)

x = [x1 x2]
T

x1 = vC x2 =

iL τ = R = 4.8 sin(t)

u w

其中,  ,  为电容两端电压, 
为流经电感的电流; 时变量 为

滑动变阻器的阻值; 为外部控制电压; 为外部扰动

信号, 用以综合反映电源纹波、电磁干扰及负载波动

等影响.

A(1)(x, τ) =

[
−0.02− 0.1x2

1 0
0 0

]
A(2)(x, τ)=[

0 0
0 −τ

]
A(3)(x, τ)=

[
0 0
−1 0

]
B(j)

2 (x, τ)=0

C(j)
1 (x, τ)=0 D(j)

2 (x, τ) = 0 j = 1, 2, 3 λ

设该系统亦受形如式 (5)的不确定性影响, 相关参

数为 , 

,  ,  、

和 ( ),且 也定

义在与例 1相同的凸八面体内.
t0 = 0 T = 1.5 h = 4 H = I此 外 , 给 定 ,  ,  ,  ,

G(t)=
1

40
I ε0 = δ1 = 10−8 ε4 = 9.32× 10−6

ε5 = 153 ε6=7.53× 10−10 ε7 = 1.25× 108 ε9 =

1.11× 10−6 ε10 = 2.51× 10−5 ε8i = 7.93× 10−10

i =1,2, . . . , 6 u1max = 20 gi(x̂) = 1−
x̂2

i fi(τ) = 23− τ 2
i di(τ̇) = 23− τ̇ 2

i P1(x̂, τ)

P2(x̂, τ) X(x̂, τ, τ̇) Y (x̂, τ)

σopt=0.93

,  ,  ,

,  ,  , 
,  , 

( )和 , 并设定

,  ,  ,  、

、 和 的阶数均为 2阶, 即
可借助 MATLAB/SOSTOOLS求解优化问题 (47),
得到形如式 (32)的控制器和观测器增益矩阵, 此时

.

G(t)=
1

10
I

xc(0) =

[0.5 0.3 0.1 −0.1]T λ = [−0.15 −0.2 −0.15]T

w =

0.4 sin(12πt+
π

6
)−0.2 cos(24πt), 0 < t⩽0.5

0, t>0.5

接下来, 为分析有限时间有界约束对系统性能

的影响, 本文采用 重新求解控制器与观

测器 ; 同时 , 为验证本文方法的优势 , 将其与文献

[14]提出的基于观测器的非线性时变局部鲁棒控制

方法进行对比, 后者在同样考虑参数摄动、外部干扰

及不可测状态的前提下, 仅关注系统渐近稳定性, 而
本文则进一步兼顾有限时间暂态性能与输入饱和约

束 .  采 用 相 同 的 仿 真 条 件 : 
,  和

,

上述仿真结果如图 8-13所示.
由图 8-12可知, 当有限时间允许界收紧时, 状

 

0
t / s

2 4 6 8

-0.10

-0.05

0

x 2^

NS

DPPS1

DPPS2: u   1max = 60

DPPS2: u   1max = 30

x̂2图 4     的轨迹
 

u

0
t / s

2 4 6 8

NS

DPPS1

DPPS2: u   1max = 60

DPPS2: u   1max = 30

0

20

40

60

u图 5    控制输入 
 

0
t / s

2 4 6 8

0

-0.24

w

-0.12

0.12

0.24

DPPS1

DPPS2

w图 6    外部扰动 
 

R

u

iL iC

C vC
vD

+

-

图 7    隧道二极管电路
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0
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0

10

20
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x1

x2

态轨迹被限制在更小范围内, 暂态超调减小, 闭环响

应更加平滑, 但控制器为满足更严格约束需提供更

强调节作用, 控制输入幅值随之增大 (较紧约束下峰

值甚至超过预设界), 说明较严格的有限时间允许界

有利于改善暂态性能却会增加控制输入需求. 进一

步与文献 [14]方法对比, 两种方法均能实现闭环状

态的快速收敛且观测器估计精度较好, 但得益于混

合稳定控制设计及对输入饱和约束的处理, 本文方

法展现出更优的综合控制性能. 在暂态响应方面, 本
文方法下 由初值附近快速衰减至平衡点, 而文献

[14]方法在初始阶段出现明显超调; 对于 , 本文方

法同样保持了较好的平滑性, 对比方法则存在更大

波动. 在输入约束方面, 本文方法在较宽松约束下控

制输入峰值约为 15, 满足预设饱和界; 即使在较紧约

束下峰值有所增大 , 仍远小于文献 [14]方法超过

90的峰值. 上述结果表明, 本文方法通过合理配置有

限时间允许界, 可在满足输入饱和约束的前提下有

效提升系统暂态性能, 体现了其优越性.
 

4    结 论
本文针对一类具有输入饱和、外部扰动、状态不

可测及凸多面体不确定性的多项式变参数系统, 设
计了基于观测器的鲁棒混合稳定控制策略. 该方法

融合有限时间有界与指数稳定思想, 构建了能够兼

顾暂态与稳态性能的控制框架 ; 采用齐次多项式

Lyapunov函数降低设计保守性, 并借助 SOS规划实

现控制器与观测器的协同求解, 从而有效解决系统

非线性、时变及不确定因素带来的综合设计难题. 仿
真结果验证了所提方法在参数摄动、外部干扰及输

入约束下的有效性, 其动态响应与控制能耗均优于

对比方法. 值得注意的是, 本文采用的 Lyapunov函
数在不同不确定性情形下共用, 未充分利用权重信

息. 后续可引入仿射权重依赖的 Lyapunov函数, 以
进一步降低该鲁棒混合控制条件的保守性.
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