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摘　要: 针对一类具有状态时延、输入时延及随机扰动的离散非线性系统, 本文研究输出概率密度函数 (PDF)的

辨识与预测控制问题. 针对状态时延、输入时延及随机扰动并存情形, 建立增广状态描述下的输出 PDF演化模

型, 并给出满足非负性与归一性的参数化表示. 基于 Optimal Transport理论, 采用 Wasserstein 距离构造输出

PDF辨识准则, 建立参数更新机制与辨识误差动态, 得到辨识误差的有界收敛与渐近收敛条件. 在此基础上, 设计

面向输出 PDF跟踪的模型预测控制器, 将分布跟踪误差、约束条件与终端稳定性要求纳入统一优化框架. 进一

步, 借助 Lyapunov–Krasovskii泛函证明闭环系统在分布意义下渐近稳定或一致最终有界. 结果表明, 该方法实现

了时滞非线性随机系统输出 PDF的辨识与控制一体化设计. 数值仿真实验和磨矿分级过程数据验证了本文所提

方法的有效性和实用性.
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Abstract: For  a  class  of  discrete-time nonlinear  systems with  state  delays,  input  delays,  and  stochastic  disturbances,
this  paper  investigates  the  identification  and  predictive  control  of  the  output  probability  density  function  (PDF).  To
address  the  coexistence  of  state  delays,  input  delays,  and  random  disturbances,  an  output  PDF  evolution  model  is
established based on an augmented-state  description,  and a  parameterized representation satisfying nonnegativity  and
normalization  is  derived.  Based  on  Optimal  Transport  theory,  the  Wasserstein  distance  is  employed  to  construct  an
identification  criterion  for  the  output  PDF,  and  a  parameter  update  mechanism  together  with  the  corresponding
identification  error  dynamics  is  developed,  under  which  conditions  for  bounded  convergence  and  asymptotic
convergence of the identification error are obtained. On this basis, a model predictive controller for output PDF tracking
is  designed,  in  which  the  distribution  tracking  error,  system  constraints,  and  terminal  stability  requirements  are
incorporated into a unified optimization framework. Furthermore, by means of a Lyapunov-Krasovskii functional, it is
proved that the closed-loop system is asymptotically stable in the distributional sense or uniformly ultimately bounded.
The  results  show that  the  proposed  method achieves  an  integrated  design  of  identification  and control  for  the  output
PDF  of  delayed  nonlinear  stochastic  systems.  Numerical  simulations  and  data  from a  grinding-classification  process
further verify the effectiveness and practical applicability of the proposed approach.
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0    引　言

在复杂过程工业中, 质量变量通常难以由瞬时

输出或有限阶统计量充分表征. 对于同时受到非高

斯扰动、非线性机理与多源不确定性影响的过程, 即
便输出具有相同的均值和方差, 其随机行为及质量

分布也可能并不一致. 相比点值或低阶统计特征, 概
率分布的具体形态及其多峰结构变化, 更能反映产

品质量波动与运行状态差异
[1-3]. 基于这一点, 将输出

概率密度函数 (Probability Density Function, PDF)作
为直接控制对象, 而非仅调节输出点值、均值或状态

变量, 已成为随机分布控制的重要路径. 上述控制方

法的关键在于对随机变量的分布形状进行直接调节,
使系统输出分布逼近目标概率分布, 这一控制思路

与传统主要依据均值—方差指标的随机控制并不相

同
[4-5].
围绕输出 PDF的建模与控制, 相关研究已形成

一定基础. 文 [6]将现有方法归纳为三类: 基于系统

模型的 PDF直接演化控制、基于分布变换的控制,
以及数据驱动 PDF控制. 文 [7]针对一类含输入时

延的 NARMAX随机系统, 构建了面向输出 PDF跟

踪的预测控制框架, 表明在非高斯随机系统中基于

输出 PDF构建性能指标在滚动优化领域是可解的.
文 [8]进一步采用 B-spline权值动态描述输出 PDF
演化, 并引入扩展完全概率设计方法处理乘性噪声

与时变参考 PDF跟踪问题, 提高了非高斯随机系统

中动态分布调节的适应性. 文 [9]则进一步面向随机

分布系统预测控制中的模型失配问题, 提出带神经

网络补偿的增强预测 PDF控制方法, 通过补偿权值

动态中的未知非线性项改善预测精度和闭环鲁棒性.
综上, 将输出 PDF作为随机过程的质量表征和控制

目标, 具有较为明确的理论依据与工程应用价值. 但
现有研究仍有不足. 其一, 现有方法实际设计时仍依

赖单一权值、参数向量或经验直方图误差来表征分

布偏差. 对于分布平移、峰值位置变化或多峰结构重

构等情形, 这类指标未必能够准确刻画两个 PDF在

分布结构上的差异
[10-12]. 其二, 对于一般随机非线性

系统, 即使系统模型与噪声分布已知, 动态输出 PDF
的精确演化通常也难以解析求得, 导致 PDF辨识与

控制设计仍较大程度依赖近似建模或数值估计
[13-14].

因此, 如何在严格的概率分布空间内描述输出 PDF
偏差, 并在此基础上建立兼顾辨识能力、计算代价与

控制可实现性的分析与设计框架, 仍是该方向需要

解决的核心问题.
最优传输 (Optimal Transport, OT)理论为处理

上述问题提供了新的分析路径. 作为定义在概率分

布空间上的几何框架, OT以最优传输代价衡量分布

差异, 具有较清晰的物理解释和稳定的几何性质, 已
被用于分布比较、密度拟合和分布优化等问题

[15-17].
文 [18]从理论上研究了 Wasserstein空间中的最优

控制问题, 表明基于 Wasserstein几何开展分布控制

与优化具有明确的数学依据. 但在过程工业场景中,
受控对象往往同时存在状态时延、输入时延、非线性

以及随机扰动等特征, 问题结构更为复杂. 时延不仅

增加闭环分析和控制设计难度, 还可能导致性能下

降甚至系统失稳
[19-20]. 在控制实现层面, 模型预测控

制 (Model  Predictive  Control,  MPC)因能够处理约

束、滚动优化及终端稳定性要求, 已成为时滞系统控

制的重要方法. 也正因如此, 状态时延和输入时延的

影响需要在预测模型中被显式纳入, 而不能在控制

设计中被简化忽略
[21]. 此外, 文 [22]面向同时含输入

时延与状态时延的随机系统, 构建了统一的概率控

制框架, 将系统动态与控制器共同表述为概率模型,
并通过最小化实际闭环联合概率密度与理想联合概

率密度之间的差异来获得随机化控制律. 文 [23]针
对受状态与输入约束的马尔可夫跳变线性系统, 提
出平滑切换 MPC, 在滚动优化中协调镇定性能与切

换瞬态, 避免依赖预设控制器增益, 并保证递推可行

性和均方稳定性. 文 [24]面向一般随机切换系统, 构
造转移依赖的 min-max鲁棒 MPC, 将平滑防抖与鲁

棒镇定统一设计, 并通过离线—在线分解降低在线

计算量, 同时保证递推可行性和均方稳定性. 文 [25]
针对随机不确定系统中机会约束MPC保守性强、扰

动先验信息不足及闭环性能受限的问题, 设计了基

于自适应约束松弛的非保守随机MPC方法, 通过在

线调节状态约束松弛量与风险水平, 在硬输入约束

和状态机会约束下协调约束满足概率与经济性能,
提升了随机系统鲁棒 MPC的控制效率. 总体来看,
现有关于时滞系统预测控制与概率控制的研究, 更
多关注状态分布、联合分布或 KL型分布差异; 相较

之下, 直接面向输出 PDF, 并以 Wasserstein距离作

为统一度量开展辨识与预测控制的研究仍然较少.
综合现有研究, 围绕离散时滞非线性随机系统

的输出 PDF控制, 仍有几个关键问题尚未得到充分

解决. 其一, 从离散时滞非线性状态空间模型出发,
如何形成面向输出 PDF动态演化的统一建模方式

及可辨识表示 , 仍缺乏成熟方案
[26-27]. 其二 , 基于

Wasserstein距离、直接在概率分布空间上开展输出

PDF辨识与预测控制的研究, 目前尚未形成较为完

整的分析与设计框架
[28-29]. 其三, 输出 PDF辨识如何
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与模型预测控制有效衔接, 并进一步支撑闭环性能

分析, 仍是这一方向的难点
[30-31]. 对于同时存在状态

时延、输入时延和随机扰动的系统, 上述问题尤为突

出. 这类系统中, 输出 PDF的演化不仅取决于当前

状态和控制输入, 还受到状态历史及其传播过程的

持续影响, 因此相关控制问题往往同时涉及时滞耦

合、随机演化与约束优化.
基于上述问题, 本文以一类同时具有状态时延、

输入时延和随机扰动的离散非线性系统为对象, 研
究基于 Optimal Transport的输出 PDF辨识与预测控

制问题. 相较于现有工作, 本文的主要工作与创新体

现在以下几个方面:
(1) 针对同时具有状态时延和输入时延的离散

非线性随机系统, 本文基于增广状态构造输出 PDF
演化模型, 给出满足非负性与归一性约束的参数化

表示, 从而刻画系统输入、状态历史、时变时延与输

出 PDF演化之间的可辨识关系.
(2) 针对传统欧氏空间误差、低阶矩匹配或逐点

密度差异难以充分表征输出 PDF偏差的问题, 本文

引入 Optimal Transport理论, 以 Wasserstein 距离度

量实际输出 PDF与辨识模型输出 PDF之间的差异.
该度量能够在概率分布空间中同时反映支撑区间错

位、峰值位置偏移、分布形状变化和概率质量重分

配, 因此更适合非高斯、多峰输出 PDF的辨识与跟

踪问题. 在此基础上, 本文构建了基于 Wasserstein
距离的输出 PDF辨识准则、参数更新机制及辨识误

差动态, 并通过 OT投影将分布空间误差与参数化

PDF坐标误差联系起来, 从而实现对输出分布偏差

的直接刻画与动态辨识.
(3) 针对辨识误差、PDF跟踪误差与时滞历史信

息相互耦合所带来的分析困难, 本文构造包含多类

误差项的 Lyapunov-Krasovskii泛函, 建立闭环误差

系统的分析方法, 并证明所提控制策略下闭环系统

在分布意义下渐近稳定, 由此形成贯通输出 PDF辨

识、控制设计与稳定性分析的理论框架.
本文研究从输出 PDF建模、OT辨识、预测控制

到闭环稳定性分析形成了一条相对完整的理论链条,
不仅有助于丰富时滞随机系统的分布控制理论, 而
且也为磨矿分级等以分布品质为核心指标的过程工

业对象提供了新的分析与控制思路. 

1    问题描述与基本假设

考虑如下离散时滞非线性随机系统:{
xk+1 = f(xk, xk−τx(k), uk, uk−τu(k), wk),

yk = h(xk, vk)
(1)

xk ∈ Rnx , uk ∈ Rnu , yk ∈ Y ⊂ Rny .wk

vk yk ρy,k(·)
式中 为过程

噪声,  为测量噪声.  概率密度函数记为 ,
满足:

P{yk ∈ A} =
w

A
ρy,k(y)dy, ∀A ⊆ Y (2)

定义二阶矩有限的概率密度空间:

P2(Y) := {ρ ⩾ 0 :
w

Y
ρ(y)dy = 1,w

Y
∥y∥2ρ(y)dy <∞} (3)

本文采用 Wasserstein距离作为输出 PDF 偏差

度量:

W 2
2 (ρ1, ρ2) := inf

π∈Π(y,z)

w
Y×Z

∥y − z∥2 dπ(y, z) (4)

Π(y, z) y, z式中 为边缘分布, 对应 的耦合集合.
f h

Lf , Lh > 0

假设 1　函数 与 在所考虑的紧致不变集上连

续且局部 Lipschitz. 存在常数 , 使得对任

意可行变量组有:

∥f(ζ1)− f(ζ2)∥ ⩽ Lf∥ζ1 − ζ2∥ (5)

∥h(x1, v1)− h(x2, v2)∥ ⩽ Lh(∥x1 − x2∥+
∥v1 − v2∥) (6)

 

1 ( ) ( )( , , , , ),

( , )
x uk k k k k k k k

k k k

x f x x u u w

y h x v
τ τ+ − −




=

 =

时滞离散非线性
随机系统

( ; )yρ θPDF参数化

Optimal Transport 
投影

滑动窗口辨识

参数更新机制

Wasserstein指标

距离评估

PDF-MPC控制

PDF性能指标

滚动时域优化

输入状态约束

终端损失

输出PDF形状跟踪

 ,{ } ( ) ,k y ky y dyρ∈ = ∀ ⊆∫ 


 

概率函数：

基于Optimal Transport 的输出PDF辨识

PDF参数化模型
输出
PDF

状态
信息

粒度仪等
控制输入

设定
PDF

预测
PDF

预测
输入

图 1    本文所提方法控制框架图
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τx(k), τu(k)

τx, τu 0 ⩽ τx(k) ⩽ τx, 0 ⩽ τu(k) ⩽
τu wk, vk

pw, pv

假设 2　时延 为有界时变整数, 存
在已知上界 使得

. 随机扰动  彼此独立, 且与初始条件独立,
具有连续 PDF  , 并满足二阶矩有界.

τx, τu

χk

τx(k), τu(k)

τx, τu

注 1　假设 2中给定时延上界 主要用于

构造有限维增广状态 及保证 MPC递推可行性.
实际工业过程中, 若时延上界未知, 可采用在线时延

估计或以历史运行数据确定保守上界; 若存在随机

时延, 可将 视为随机切换模式, 并在预测

模型中采用概率加权或场景采样描述. 本文采用最

坏情形上界处理未来时延, 可保证约束鲁棒满足, 但
会扩大可达误差集并增强控制保守性. 为降低保守

性, 可结合在线辨识更新 , 或采用概率约束、场

景MPC与自适应约束收紧策略. □

ρy,k ∈ P2(Y)
假设 3　每个采样时刻可获得由传感器或样本

集合估计的输出 PDF , 并满足:

W2(ρy,k, ρy,k) ⩽ εmk , sup
k

εmk ⩽ εm (7)
 

2    时滞非线性随机系统的输出 PDF 建模 

2.1    时滞增广状态与精确 PDF 演化算子

定义时滞增广状态:
χk : =

col(xk, xk−1, . . . , xk−τx
, uk−1, uk−2, . . . , uk−τu

) (8)

σk : = (τx(k), τu(k))

Fσk

定义 , 由于时延有界, 存在

连续映射 使得:

χk+1 = Fσk
(χk, uk, wk) (9)

Fσk
xk+1 Fx

σk
(χk, uk, wk)式中 的首块对应于 , 记为 .

ρχ,k引理 1　在假设 1–2下, 增广状态 PDF 满足:

ρχ,k+1(χ
+) =

w
Rnχ

w
Rnw

δ(χ+ −Fσk
(χ, uk, w))

pw(w)ρχ,k(χ)dwdχ. (10)

规律的 Frobenius-Perron演化. □
(χk, uk) χk+1

wk Fσk

证明　由式 (11), 在给定 条件下, 
是 经过映射 的像. 根据随机映射的 Frobenius-
Perron公式, 其条件 PDF 为:

ρχ,k+1|χk
(χ+|χ) =

w
δ(χ+−Fσk

(χ, uk, w))pw(w)dw

(11)

χ ρχ,k再对 按 积分, 即得 (12). □
Kσk

定理 1　在假设 1-3下, 以及如下核函数 时:

Kσk
(y, χ, uk) :=w

Rnw

w
Rnv

δ(y − h(Fx
σk
(χ, uk, w), v))

pv(v)pw(w)dvdw (12)

ρy,k+1(y) =w
Rnχ

Kσk
(y, χ, uk)ρχ,k(χ)dχ

输出 PDF的精确演化可表示为

. □

证明　由系统输出方程:

yk+1 = h(xk+1, vk+1) = h(Fx
σk
(χk, uk, wk), vk+1)

(13)

(χk, uk) yk+1因此, 在给定 下,  的条件 PDF 为:

ρy,k+1|χk
(y|χ) =

w w
δ(y − h(Fx

σk
(χ, uk, w), v))

pv(v)pw(w)dvdw = Kσk
(y, χ, uk) (14)

χ ρχ,k再对 按 积分, 即得 (13), 证毕. □ 

2.2    输出 PDF 的参数化表示

为建立可辨识模型, 引入参数化:

ρ(y; θ) = exp(β(y)Tθ − ψ(θ)) (15)

ψ(θ) = log
w

Y
exp(β(ξ)Tθ)dξ β(y) ∈ Rnθ

θ ∈ Θ ⊂ Rnθ

式 中 ,  为

给定基函数向量,  为密度参数.
Θ θ 7→ ρ(·; θ)

Θ

0 < mρ ⩽Mρ θ1, θ2 ∈ Θ

假设  4　参数集 为紧集 , 映射 在

上单射, 且其 OT投影唯一并连续. 进一步, 存在常

数 使得对任意 , 满足:

mρ∥θ1 − θ2∥ ⩽W2(ρ(·; θ1), ρ(·; θ2)) ⩽Mρ∥θ1 − θ2∥
(16)

ρ(y; θ)

Θ θ

Θ

ρ(y; θ) θ

θ⋆k mρ,Mρ

β(y)

注 2　为满足假设 4, 需保证参数化族 在

紧集 上可辨识, 即不同 对应不同 PDF; 同时应避

免基函数冗余导致的参数不可辨识 . 由于 紧且

关于 连续, 若 OT投影目标在可行域内局部

强凸, 则 唯一并连续, 进而可得到常数  . 工
程中可通过离线检验基函数矩阵满秩性与投影

Hessian正定性确认该条件. 实际应用中 可选取

在输出支撑集上线性无关且能表征主要分布形态的

基函数, 如多项式或 RBF. □
eIk : =W2(ρy,k, ρ̂y,k)

ρ̂y,k

eTk : =W2(ρy,k, ρ
ref
y,k) ρref

y,k

定义输出 PDF辨识误差 ,
为辨识模型输出 PDF. 输出 PDF跟踪误差

,  为期望输出 PDF.

定义当前真实输出 PDF在参数化密度上的 OT
投影:

θ⋆k : = argminθ∈ΘW
2
2 (ρy,k, ρ(·; θ)) (17)

并类似定义参考 PDF的投影坐标:

θref
k : = argminθ∈ΘW

2
2 (ρ

ref
y,k, ρ(·; θ)) (18)

εapp, k : =W2(ρy,k, ρ(·; θ⋆k)), εref , k : =

W2(ρ
ref
y,k, ρ(·; θref

k ))

θ̃k : = θ̂k−
θ⋆k, ηk : = θ⋆k − θref

k

记

, 分别表示真实  PDF 与参考

PDF对参数化的未建模残差 . 定义

, 由三角不等式与假设 4立得:

eIk =W2(ρy,k, ρ̂y,k) ⩽Mρ∥θ̃k∥+ εapp, k (19)

eTk =W2(ρy,k, ρ
ref
y,k) ⩽Mρ∥ηk∥+ εapp, k + εref , k

(20)

式 (19)-(20)把分布空间中的辨识、控制误差与
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有限维 PDF 坐标误差联系起来.
Φ: Θ× Rnχ × Rnu × Σ → Rnϕ

W ⋆ ∈ Rnϕ×nθ dk

引理  2　设 为

连续有界回归向量 . 则在可行域上 , 存在常矩阵

与有界残差 使得:

θ⋆k+1 =W ⋆TΦ⋆
k + dk,Φ

⋆
k : =

Φ(θ⋆k, χk, uk, σk), ∥dk∥ ⩽ d (21)

ρy,k+1 (χk, uk, σk)

ρ 7→ θ⋆

g⋆ : Θ× Rnχ×
Rnu × Σ → Θ

证明　由定理 1,  是 的连续函

数; 再由假设 4, OT投影映射 在所考虑域上

唯一且连续 . 因此 , 存在连续映射

函数, 使得:

θ⋆k+1 = g⋆(θ⋆k, χk, uk, σk) (22)

Φ W ⋆利用逼近性质, 可选取连续基函数 与矩阵 ,
使得:

g⋆(θ⋆k, χk, uk, σk) =W ⋆TΦ⋆
k + dk, ∥dk∥ ⩽ d (23)

证毕. □ 

2.3    基于 Optimal Transport 的输出 PDF 辨识

k ρy,k在第 个采样时刻, 由测得输出 PDF 计算其

OT投影坐标:

θ̂k : = argminθ∈ΘW
2
2 (ρy,k, ρ(·; θ)) (24)

χ̂k

Φ̂k : = Φ(θ̂k, χ̂k, uk, σk)

同时, 令 为可用的增广状态观测器输出, 并记

, 构造 PDF预测模型:

θ̂k+1|k = Ŵ T
k Φ̂k, ρ̂y,k+1|k(y) = ρ(y; θ̂k+1|k) (25)

NI为了在分布空间上进行辨识, 定义长度为 的

滑动窗口 OT准则:

Jk(Ŵ ) =

1

2

k∑
i=k−NI+1

γk−iW 2
2 (ρy,i+1, ρ(·; Ŵ TΦ̂i)) +

λ

2
∥Ŵ∥2

F

(26)

γ ∈ (0, 1] λ > 0

ϕOT
i ρ(·; Ŵ⊤Φ̂i) ρy,i+1

式中 为遗忘因子,  为正则化系数. 设
为从 到 的映射信息, 则:

∇ŴJk(Ŵ ) =
k∑

i=k−NI+1

γk−iΦ̂igi(Ŵ )T + λŴ (27)

gi(Ŵ ) =
w

Y
ϕOT

i (y)ρ(y; Ŵ TΦ̂i)(β(y)−

β̄i(Ŵ ))dy β̄i(Ŵ ) :=
w

Y
β(y)ρ(y; Ŵ TΦ̂i)dy

ρ(y; θ)
∂ρ(y; θ)

∂θ
= ρ(y; θ)(β(y)− β(θ))

式 中 : 

,  . 进一

步 可得:  , 因

此:

∇θ

1

2
W 2

2 (ρ(·; θ), ρ̄) =w
Y
ϕOT(y)ρ(y; θ)(β(y)− β̄(θ))dy (28)

θ = Ŵ TΦ̂i再利用链式法则 , 即可得到 (24)-(25).

综上, 基于 (26)给出投影梯度型更新律:

Ŵk+1 = ΠW [Ŵk − αk∇ŴJk(Ŵk)] (29)

ΠW W αk > 0式中 表示投影到紧集 上 ,  为步长 . 由
(22)与 (24), 有:

θ̃k+1 = θ̂k+1|k − θ⋆k+1 = Ŵ T
k Φ̂k −W ⋆TΦ⋆

k − dk (30)

W̃k : = Ŵk −W ⋆ θ̃k+1 = W̃ T
k Φ̂k +W ⋆T

(Φ̂k − Φ⋆
k)− dk ∥Φ̂k∥ ⩽ Φ ∥Φ̂k − Φ⋆

k∥ ⩽
εΦ

记 , 则

. 于是, 在 、

下, 有:

∥θ̃k+1∥ ⩽ Φ∥W̃k∥F + ∥W ⋆∥FεΦ + d (31)

再结合式 (20), 得到分布意义下的辨识误差上

界:

eIk+1 ⩽Mρ(Φ∥W̃k∥F + ∥W ⋆∥FεΦ + d) + εapp + εm
(32)

εapp : = sup
k

εapp, k式中 .

µ,L > 0

Ŵ ∈ W
假设  5　存在常数 , 使得对所有

,

µI ⩽ ∇2Jk(Ŵ ) ⩽ LI (33)

该条件可由以下持久激励与正则化条件保证:
k∑

i=k−NI+1

γk−iΦ⋆
iΦ

⋆T
i ≽ αPEI, λ > 0 (34)

∥∇Jk(W
⋆)∥F ⩽ δ此外, 允许存在有界偏置项 .

□

0 < α < 2/L

q ∈ (0, 1)

定理 2　(OT 输出 PDF 辨识误差收敛)在假设

1–5 下, 取常步长 , 并采用更新律 (28).
则存在 使得:

∥W̃k+1∥F ⩽ q∥W̃k∥F + αδ (35)

q : = max{|1− αµ|, |1− αL|} ∥W̃k∥F

⩽ qk∥W̃0∥F +
αδ

1− q

式中 , 以及

. 为进一步保证误差如下有界:

lim sup
k→∞

eIk ⩽Mρ(Φ
αδ

1− q
+∥W ⋆∥FεΦ+d)+εapp+εm

(36)

证明:
ΠW W ⋆ ∈ W由于投影算子 非扩张, 且 , 得:

∥W̃k+1∥F ⩽ ||W̃k − α(∇Jk(Ŵk)−
∇Jk(W

⋆))− α∇Jk(W
⋆)||F (37)

Hk由均值定理, 存在某个 Hessian矩阵 满足:

∇Jk(Ŵk)−∇Jk(W
⋆) = HkW̃k, µI ⩽ Hk ⩽ LI

(38)

于是:

∥W̃k+1∥F ⩽ ∥I − αHk∥∥W̃k∥F + αδ̄ (39)

0 < α < 2/L ∥I − αHk∥ ⩽ q < 1由 , 可知 , 于
是得到 (34), 再将 (38) 代入 (19), 并取上极限, 即得

(36). 证毕. □
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W2(ρy,i+1, ρ(·; Ŵ TΦ̂i))

mρ

Mρ θ̃k

Jk

注 3　相较于低阶矩匹配或逐点密度误差, 式
(26)采用 直接度量概率质量

迁移, 对支撑区间错位、峰值偏移及多峰结构变化具

有更强辨识能力. 二阶 Wasserstein距离可同时刻画

分布弱收敛与二阶矩收敛; 结合假设 4中的 和

, 可将分布空间误差等价约束为 的有限维坐标

误差, 从而为 的梯度更新及辨识误差收敛分析提

供理论基础. □ 

3    面向输出 PDF 的模型预测控制器设计 

3.1    优化问题

在辨识模型基础上, 构造面向输出 PDF 跟踪非

线性 MPC.

ρref
y,k θref

k

ρref
y = ρ(·; θref)

(χs, us, θ
ref)

假设 6　(参考分布可达性与终端条件)对目标

PDF  , 其 OT投影坐标 存在. 对稳定跟踪问

题 , 存在常参考分布 及相应的

, 使得:

χs = Fσs
(χs, us), θ

ref =W ⋆TΦ(θref , χs, us, σs)
(40)

κf(θ, χ)

Ωf ⊂ Θ× X P ≻ 0 (θ, χ) ∈ Ωf

(θ+, χ+) ∈ Ωf

进一步 , 存在终端控制器 、终端集合

与 ,  使 得 对 任 意 :

, 存在:

Vf(θ
+)− Vf(θ) ⩽ −ℓf(θ, θref , κf(θ, χ)) (41)

Vf(θ) : = (θ − θref)
T
P (θ − θref)式中,  . □

wk, vk

κf(θ, χ)

Ωf

F σs

Vf(θ)

κf

注 4　当系统含有随机变量   时, 终端控

制器  的存在作为局部随机稳定化与终端可

行性的充分条件引入. 其含义是在终端集合 内,
存在反馈律使名义预测模型 与 PDF参数递推满

足正不变性, 并使终端函数 沿闭环期望意义或

扰动有界意义下降. 随机扰动的影响通过可达误差

集与约束收紧吸收; 若扰动超出有界假设或参考分

布不可达, 则 可能不存在, 此时假设 6需通过离线

可行性验证加以确认. □
k θ̂0|k = θ̂k, χ̂0|k = χ̂k i = 0, . . . ,

Np − 1

在时刻 , 令 , 对 

, 沿预测时域递推:

χ̂i+1|k = Fσk+i|k(χ̂i|k, ui|k) (42)

θ̂i+1|k = Ŵ T
k Φ(θ̂i|k, χ̂i|k, ui|k, σk+i|k) (43)

ρ̂y,k+i|k(y) = ρ(y; θ̂i|k) (44)

F
σk+i|k

式中 是名义增广状态预测模型 , 若未来时延

不可精确预知, 可采用最坏情形允许上界. 面
向输出 PDF的MPC代价函数, 定义阶段成本:

ℓi|k =W 2
2 (ρ̂y,k+i|k, ρ

ref
y,k+i)+∥ui|k−us∥2

R+∥∆ui|k∥2
S

(45)

∆u0|k : = u0|k − uk−1,∆ui|k : = ui|k − ui−1|k

(i ⩾ 1)

式中

. 于是, MPC优化问题写为:

minUk
JNp

(Uk) : =

Np−1∑
i=0

ℓi|k + Vf(θ̂Np|k) (46)

优化中考虑以下约束:{
ui|k ∈ U,∆ui|k ∈ ∆U,
χ̂i|k ∈ X⊖ Ei

(47)

Ei

uk = u⋆
0|k

式中 是由有界扰动、辨识误差和时延不确定性诱

导的可达误差集, 用于收紧约束, 对应的滚动控制律

为 .

(χs, us, θ
ref)

u− us = Kθ(θ − θref) +Kχ(χ− χs)

Kθ,Kχ P ≻ 0

Vf(θ) = (θ − θref)
T
P (θ − θref)

Ωf = (θ, χ) : Vf(θ) ⩽ cf

cf

注 5　终端控制器与终端集合可按局部线性化

方法构造. 首先在稳态点 附近, 对式 (42)-
(43)得到误差系统的局部线性模型; 然后选取局部

反馈 , 并通过

Riccati方程或 LMI求取 与 , 使终端函

数 满足下降条件 . 终

端集合可取为水平集 , 其中

由输入约束、状态约束及收紧误差集共同确定, 并
通过离线仿真或不变集迭代验证其正不变性. □ 

3.2    计算复杂度分析

Π(ρ1, ρ2)

W 2
2 (·, ·)

dy

W 2
2 (ρ1, ρ2)

C O(nyd
2
y) d2

y

2dy

CW2
= O(dyn

2
y+

n6
y log(1/εOT)) εOT

NI

O((NitNp +NI)CW2
)

本文式 (4)采用的是基于耦合集合 的

标准二阶Wasserstein 距离定义, 式 (26)与式 (45)中
亦直接使用 作为辨识和跟踪误差指标. 因此

本文复杂度分析按离散概率分布上的二次规划形式

进行. 设输出 PDF 在数值实现中被离散为 个支撑

点, 则单次 计算需要首先构造代价矩阵

, 其代价为 . 随后求解含 个耦合变量及

个边缘约束的规划问题. 采用一般内点法求解

时 , 其保守复杂度上界可写为

, 式中 为数值求解精度. 若同时执

行式 (26)中的滑动窗口辨识 , 则还需额外计算约

次历史窗口内的Wasserstein 距离, 故总计算量可

进一步写为 .

u⋆
1|k−1, . . . , u

⋆
Np−1|k−1, κf(·)

W2

W2 εOT

注 6　实际部署时可采用滚动热启动与提前截

断策略. 具体而言, 利用上一时刻最优序列构造初值

, 并将上一时刻相邻的最

优传输耦合结果作为当前 求解初值; 当目标函数

相对下降量或 残差低于给定阈值 时提前终止

迭代. 该方案不改变本文控制律结构, 但可显著减少

每个采样周期内的重复线性规划求解次数. □ 

3.3    稳定性分析

k k + 1

引理  3　(递推可行性)在假设 1-6下 , 若时刻

的 PDF-MPC问题可行, 则时刻 的 PDF-MPC
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问题仍可行.
k U ⋆

k = {u⋆
0|k,

u⋆
1|k, . . . , u

⋆
Np−1|k} k + 1

Ũk+1 = {u⋆
1|k, . . . , u

⋆
Np−1|k, κf(θ̂

⋆
Np|k, χ̂

⋆
Np|k)}

χk

Ũk+1 k + 1

注 7　设时刻 的最优输入序列为

, 构 造 时 刻 的 候 选 序 列

.  由 于

系统采用增广状态 显式携带有限时延历史, 因此

控制序列平移后, 所需的延迟输入, 延迟状态信息仍

包含在新的初值中. 由收紧约束与终端不变性条件

(40)-(44), 可知 满足全部约束, 因此时刻 问

题可行.

k V ⋆
Np
(k) : =

minUk
JNp

(Uk)

针对闭环稳定性, 本节将辨识误差、PDF 跟踪误

差和时延影响统一纳入 Lyapunov-Krasovskii函数框

架 .  记 时 刻 的 最 优 值 函 数 为

.

cθ, cd, cr

引理 4　(最优值函数的一步下降)在假设 1-6
下, 存在正常数  , 使得闭环沿最优控制作用

时满足

V ⋆
Np
(k + 1)− V ⋆

Np
(k) ⩽ −cρ∥ηk∥2 − cu∥uk − us∥2+

cθ∥W̃k∥2
F + cdd

2
+ cr∥∆θrefk ∥2 + cmΞm (48)

cρ, cu > 0 ∆θref
k : = θref

k+1 − θref
k Ξm式中   ,  ,  表示由

PDF 测量误差、回归项误差和近似误差导致的有界

扰动项.
k + 1 Ũk+1

V ⋆
Np
(k + 1) ⩽ JNp

(Ũk+1) JNp
(Ũk+1)

V ⋆
Np
(k)

证明　由引理 4, 时刻   的平移序列 

可行 , 因此 , 将  

与   比较, 利用平移结构与终端不等式 (40),

可消去末端项并得到:

V ⋆
Np
(k + 1)− V ⋆

Np
(k) ⩽ −ℓ⋆0|k +∆mod

k +∆ref
k (49)

∆mod
k

∆ref
k

W2 (θ, χ)

式中 为实际闭环与预测模型之间的一步失配

项,  为参考 PDF时变项. 由代价函数、预测模型

和 度量关于 的局部 Lipschitz性, 可得:

|∆mod
k | ⩽ cθ∥W̃k∥2

F + cdd
2
+ cmΞm (50)

|∆ref
k | ⩽ cr∥∆θref

k ∥2

cρ > 0

同时, 对时变参考, 有 . 再由

假设 4, 存在 使:

W 2
2 (ρ(·; θ̂k), ρref

y,k) ⩾ cρ∥ηk∥2 − cθ∥W̃k∥2
F − cmΞm

(51)

∥uk − us∥2
R ⩾

cu∥uk − us∥2

并 且 控 制 误 差 项 显 然 满 足

.
将上述各式代入 (48), 即得 (47). □

Vx(k) : =
τx∑
j=1

ηT
k−jQjηk−j

Vu(k) : =
τu∑
j=1

∆uT
k−jRj∆uk−j Qj ≻ 0, Rj ≻

0 cW∥W̃k∥2
F

定 义 误 差 历 史 项 ,

, 其中

. 再引入辨识误差能量项 , 于是构造总的

函数为:

Vk : = V ⋆
Np
(k) + cW∥W̃k∥2

F + Vx(k) + Vu(k) (52)

cW > 0 cW > 0引理 5　存在常数 ,  使得:

∥W̃k+1∥2
F − ∥W̃k∥2

F ⩽ −cW∥W̃k∥2
F + cW δ

2
(53)

∥W̃k+1∥F ⩽ q∥W̃k∥F + αδ

2qαδ∥W̃k∥F ⩽ ε∥W̃k∥2
F+

q2α2

ε
δ
2

ε =
1− q2

2

由 (50) 得 , 对其平方

后 并 用  Young不 等 式

, 选取  , 即可得到 (51).

τx, τu qx, qu,

q
x
, q

u

引理  6　针对时延 , 存在正常数

, 使得:

Vx(k + 1)− Vx(k) ⩽ qx∥ηk∥2 − q
x
∥ηk−τx

∥2

(54)

Vu(k + 1)− Vu(k) ⩽ qu∥∆uk∥2 − q
u
∥∆uk−τu

∥2

(55)

cW cW cW > cθ

定理 3　(闭环系统在分布意义下的稳定性)在

假设 1-6下, 取 充分大, 使得 , 存在闭

环系统函数满足:

Vk+1 − Vk ⩽ −a1∥ηk∥2 − a2∥W̃k∥2
F−

a3∥∆uk∥2 + b1Ξ + b2∥∆θref
k ∥2 (56)

a1, a2, a3, b1, b2 > 0 Ξ: = d
2
+ δ

2
+ ε2Φ+

ε2app + ε2ref + ε2m

式中   , 且

, 进一步有:

∆θref
k ≡

0 Ξ = 0

(i) 常参考且无残差时的渐近稳定, 若

且  , 则闭环误差系统:

zk : = col(ηk, W̃k, ηk−1, . . . , ηk−τx
,

∆uk−1, . . . ,∆uk−τu
) (57)

lim
k→∞

eTk = 0, lim
k→∞

eIk = 0渐近稳定, 且 .

∆θref
k ≡ 0

Ξ <∞ zk lim sup
k→∞

∥ηk∥2 ⩽
b1
a1
Ξ

(ii) 常参考且存在有界误差时, 若 且

, 则 一致最终有界 , 并且

,于是

lim sup
k→∞

eTk ⩽Mρ

√
b1
a1

Ξ + εapp + εref (58)

则误差是一致最终有界的.

证明　由引理 5、引理 6, 沿闭环轨迹有

Vk+1 − Vk = (V ⋆
Np
(k + 1)− V ⋆

Np
(k))+

cW (∥W̃k+1∥2
F − ∥W̃k∥2

F )+

(Vx(k + 1)− Vx(k)) + (Vu(k + 1)− Vu(k))
(59)

cW将 (51)、(56)代入, 并选取   满足约束即可得

到:

Vk+1 − Vk ⩽ −a1∥ηk∥2 − a2∥W̃k∥2
F − a3∥∆uk∥2+

b1Ξ + b2∥∆θref
k ∥2 (60)

Ξ = 0对情形 (i), 当 且参考不变时,
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Vk+1 −Vk ⩽ −a1∥ηk∥2 −a2∥W̃k∥2
F −a3∥∆uk∥2 ⩽ 0

(61)

Vk故 单调不增且下界为零, 因此:
∞∑

k=0

(∥ηk∥2 + ∥W̃k∥2
F + ∥∆uk∥2) <∞ (62)

ηk = 0, W̃k = 0,∆uk = 0,

ρy,k → ρref
y

最大不变集满足 即

系统收敛到平衡点, 对应 . 由 (61)-(62)即
得 (57)渐进稳定.

Vk Ξ

Vk ∥ηk∥2

对情形 (ii), 同理可得 收敛到由 决定的小邻

域. 又因 对 正定, 再由 (36)得 (58). □ 

4    实验部分 

4.1    数值实验

选取一类离散时间随机非线性时滞系统作为仿

真对象, 以验证所提输出概率密度辨识与预测控制

方法的有效性. 被控对象状态方程为:
xk+1 = 0.58xk + 0.12xk−1 + θ sin(xk)+

0.32uk−1 + 0.04u2
k−1 + wk,

yk = xk+1 + 0.18x3
k+1 + vk (63)

xk uk yk

wk vk

Nid = 35

式中,  为系统状态,  为控制输入,  为系统输出,
和 分别为过程噪声与测量噪声. 具体地, 辨识

阶段构造长度为 的激励输入序列:

uk = 0.55 sin(2πk/9) + 0.25 cos(2πk/5) (64)

θtrue θ

W 2
2 (Y

model
k , Y true

k )

然后分别在真实参数 和候选参数 下生成输

出粒子集 , 并以每个时刻输出样本之间的二阶

Wasserstein距离平方 作为失配度

量, 最终最小化整个辨识时域上的累计分布误差. 初
始

状态设置为双峰混合分布, 其中一簇样本分布

于−0.85附近, 另一簇样本分布于 0.55附近, 从而使

系统初始输出呈现明显的多峰分布特征.
从图 2可以看出, 三种辨识方法均能够在一定

程度上恢复被控对象输出分布的双峰结构, 说明所

构造的辨识激励和分布传播模型具有基本有效性.
然而, 所提基于 Wasserstein 距离的 OT-W2 辨识方

法在存在状态和输入时延情况下, 参数估计精度与

分布拟合质量上仍表现出更优的一致性. 左图表明,
OT-W2方法对应的参数估计误差均值最低, 且误差

波动范围更小, 说明该方法具有更好的统计稳定性

与鲁棒性. 右图进一步显示, 在终端时刻的 PDF 拟
合中, OT-W2识别得到的输出分布与真实分布几乎

重合, 尤其在双峰分布的两个主模态位置、峰值高度

以及中间低概率区域的质量分配上吻合度最高; 相
比之下, 基于均值最小二乘和均值–方差匹配的对比

方法虽然能够较好逼近整体轮廓, 但在局部峰形、峰

位及模态间过渡区域仍存在可见偏差. 该结果表明

所提方法直接在分布空间中最小化 Wasserstein 距
离, 能够同时反映支撑错位、质量迁移和形状失配,
因此在输出 PDF辨识问题上具有更强的分辨能力

和更高的辨识保真度.
在图 3所示闭环输出分布跟踪任务中 , 所提

OT-PDF-MPC相较于文献 [29]中所述 RBF-PDF-
MPC方法表现出更优的动态分布整形能力与整体

跟踪精度. 由图 3上部可见, 两种控制器均能够随
 
 

时刻
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W
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输出
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概
率
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0.3

0.4
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设定值
OT-PDF-MPC
RBF-PDF-MPC

图 3   闭环输出分布跟踪比较
 

时间推进逐步降低输出分布与参考分布之间的

平方 Wasserstein距离, 说明两者都具备基本的闭环

分布跟踪能力. 但 OT-PDF-MPC 在大部分时域内保

持更低的瞬时跟踪误差, 且其累计分布跟踪误差明

显更小. 图 3下部终端时刻, OT-PDF-MPC 所得到的

输出 PDF与参考 PDF在双峰结构、峰值位置及峰

高匹配方面更为接近, 尤其对两个主模态及其间低

概率区域的质量分配刻画更准确; 相比之下, RBF-
PDF-MPC虽然能够较好维持总体轮廓, 但在峰形恢

复与局部分布细节上仍存一定偏差, 这说明基于低

阶矩的控制准则本质上更关注均值和方差等统计量

的一致性, 而对多峰、非高斯输出分布的整体几何形
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图 2    基于 OT 的输出 PDF 识别性能比较
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状敏感性不足; 所提方法则直接以 Wasserstein 距离

作为性能指标, 能够同时刻画支撑错位、模态迁移及

概率质量重分配, 因此在输出 PDF 跟踪问题上具有

更强的分布辨识能力和更高的控制保真度.

wk vk

θ = 0.47

θ = 0.52

图 4结果表明, 在均值和方差近似一致而分布

形状显著不同的场景下, OT-PDF-MPC相较于 RBF-
PDF-MPC具有更强的分布重构能力. 由左图可见,
OT-PDF-MPC的终端输出 PDF在双峰结构、峰值位

置及模态间概率质量分配上与参考分布更为一致,
而 RBF-PDF-MPC虽能在均值和方差层面实现一定

匹配, 但在峰位与峰形辨识中存在部分失真. 右图进

一步说明, OT-PDF-MPC在均值误差、方差误差及

Wasserstein误差上均优于 RBF-PDF-MPC, 且在 W2

指标上的优势较为突出. 图 5中累计 Wasserstein跟
踪误差对应三类模型情形: 其一为无干扰情况下; 其
二为随机扰动统计失配, 预测模型仍采用过程噪声

标准差 0.03、测量噪声 标准差 0.025, 闭环真实

对象中二者分别增至 0.042 4和 0.035; 其三为模型

参数误差情况下, 真实对象保持 , 控制器采

用的非线性系数 . 在噪声放大和模型失配

不确定性条件下, OT-PDF-MPC 整体上表现出更好

的鲁棒性与分布跟踪稳定性. 在无偏差场景下, 两种

方法的累计误差较为接近, 说明对轻微参数偏差均

具有一定容错能力, 但在噪声和模型偏差场景下,
OT-PDF-MPC的累计误差明显低于 RBF-PDF-MPC,
且误差棒更短, 表明其不仅平均性能更优, 而且统计

波动更小. 图 6展示了在不同时延条件下, 所提 OT-
PDF-MPC方法能较好跟踪设定概率密度函数, 主峰

与次峰位置及幅值匹配度较高. 随着时延增大, PIde-
PDF 方法

[32]
在峰值附近出现更明显的偏差和滞后,

而所提方法具有更强鲁棒性和更优闭环控制性能.
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图 6   不同时延下闭环输出分布跟踪比较
  

4.2    磨矿分级过程数据实验

磨矿分级过程如图 7所示, 主要由球磨机与水

力旋流器构成. 原料进入旋转球磨机后, 在磨矿介质

作用下经历冲击、挤压和研磨, 颗粒逐步破碎. 磨机

排浆进入泵池, 稀释后由底流泵送入水力旋流器分

级, 最终形成细颗粒溢流和粗颗粒底流返砂. 底流返

回球磨机, 构成闭路循环. 作为关键工艺指标, 溢流

粒度需稳定在合理区间, 才能保证后续分选作业的

技术经济效果. 由此, 该过程控制的重点不在单一环

节, 而在于稳定并优化最终产品的粒度分布.
结合图 7所示机理, 并从可控性、可测量性和相

关性出发, 可将磨机进料速率与加水速率确定为主

要操纵变量. 由于粒度分布同时受两者影响, 且存在

明显耦合, 控制系统需通过协调调节进料量和加水

量实现过程动态控制. 进一步看, 该过程兼具输入时

延和状态时延: 进料速率与加水速率的变化需经过

物料输送、磨机充填和泵池混合后, 才会传递至分级

单元, 因此对溢流粒度的影响具有输入滞后; 矿石颗

粒的破碎、停留、再循环和分级又具有累积过程, 料
位、矿浆浓度及粒度组成等状态变量难以即时完成

调整, 因而表现出显著的状态时延. 正是这两类时延

的叠加, 使磨矿分级过程呈现出响应滞后、耦合显著
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且控制复杂的动态特征. 基于上述分析, 结合实际磨

矿分级过程数据进行仿真实验验证
[33].

由图 8和图 9可见, 所提控制方法能够在磨矿

分级过程中实现粒度分布的闭环调节, 并保持对目

标分布的稳定跟踪. 图 8显示, 系统初始阶段的粒度

概率密度分布与设定值存在明显偏差, 随着控制作

µm

用逐步发挥, 粒度分布持续向设定分布收敛, 峰值由

较粗粒径区间平稳转向目标粒径区间, 粗粒级尾部

明显收缩, 细粒级一侧也未出现异常增大. 图 9从时

空演化过程进一步反映了该方法的闭环调控效果,
粒度分布仍能连续、平稳地向目标分布靠近, 说明所

提方法对时延及内部累积效应具有较好的适应能力,
能够兼顾动态调节过程中的收敛性与稳态阶段的保

持性能. 图 10中针对粒度 75  以下占比控制效果,
所提 OT-PDF-MPC具有更快的动态响应和更小的

稳态误差. 相比 PIde-PDF, 其超调量受控、调节时间

更短体现出更优的闭环稳定性、鲁棒性和跟踪精度.
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图 10   粒度合格率目标值下不同控制策略性能对比
 
 

5    总　结

本文针对一类具有状态时延、输入时延及随机

扰动的离散非线性系统, 研究了输出概率密度函数

的辨识与预测控制问题, 构建了基于Optimal Transport
输出概率密度函数控制框架, 通过增广状态描述, 建
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图 7    磨矿分级闭环回路
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图 8    所提算法下粒度 PDF 跟踪变化曲线
 

图 9    粒度概率密度函数三维演化趋势
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立了输出 PDF的演化模型及其参数化表示 . 引入

Wasserstein距离刻画实际输出 PDF与模型输出 PDF
之间的偏差, 构造了面向分布空间的辨识准则与参

数更新机制, 分析了辨识误差的收敛性质. 进一步设

计了面向输出 PDF跟踪的模型预测控制器, 并将时

延影响、系统约束及终端稳定性要求统一纳入滚动

优化框架. 借助 Lyapunov-Krasovskii泛函, 证明了闭

环系统在分布意义下的渐近稳定性. 数值实验和磨

矿过程数据实验验证了所提方法针对时滞非线性随

机系统输出 PDF的辨识与控制的效果, 为复杂过程

工业中面向分布质量指标的建模与控制提供了新的

思路.
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