
 

常时滞下 n 人随机演化布尔博弈的策略一致

张焕君†，刘淑瑶

(山东师范大学 数学与统计学院，济南 250014)

摘　要: 研究常时滞下 人随机演化布尔博弈的策略一致问题. 首先, 构建常时滞下 人随机演化布尔博弈的数

学模型, 并利用矩阵半张量积得到其代数形式; 然后, 基于随机可达集与控制不变子集, 将常时滞下 人随机演化

布尔博弈的策略一致问题转化为等价系统的集合镇定问题, 并给出其实现以概率 1策略一致的充要条件; 接着,

通过设计状态反馈控制器来实现常时滞下 人随机演化布尔博弈的策略一致; 最后, 给出一个算例来验证所得理

论结果的有效性.
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Abstract: This paper is concerned with the strategy consensus of  -person random evolutionary Boolean games with
time delay (REBGTD). To begin with, we present the model of  -person REBGTD and derive its algebraic form via
the  semi-tensor  product  (STP)  of  matrices.  Subsequently,  based  on  a  series  of  stochastic  reachable  sets  and  control
invariant  subsets,  the  strategy  consensus  problem  of  -person  REBGTD  is  transformed  into  the  set  stabilization
problem of  equivalent  systems,  and  a  necessary  and  sufficient  condition  is  proposed  for  the  strategy  consensus  with
probability  one  of  -person  REBGTD.  Moreover,  the  state  feedback  controllers  are  designed  to  realize  the  strategy
consensus of  -person REBGTD. Finally, to validate the theoretical results, an illustrative example is presented at the
end of the paper.
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0    引　言

现代博弈论的理论框架由冯·诺依曼与摩根斯

坦于 1944年初步建立
[1], 现已被广泛应用于生物学,

社会科学, 经济学, 国际政治研究等多个领域并产生

大量富有价值的研究成果
[2-5]. 例如, 文献 [4-5]在无

限时域随机合作 LQ博弈框架下, 借助半定规划, 黎
卡提方程完成多智能体系统帕累托最优策略求解与

系统镇定分析. 为探究自然界中生物的进化机制, 史
密斯与普莱斯提出了演化博弈论的概念

[6]. 与经典博

弈论不同, 演化博弈论主要研究策略的演化过程, 且
策略依据策略更新规则进行迭代更新. 自提出以来,
该理论已在多智能体控制

[7-8], 车辆能源站布局
[9]
等

诸多相关领域得到应用
[10-12].

演化布尔博弈作为演化博弈的一种特殊形式,
在生物学, 物理学及系统科学中具有重要意义. 例如,
囚徒困境

[13], 雪堆博弈
[14]

与鹰鸽博弈
[15]

均是典型的

演化布尔博弈. 演化布尔博弈中的每个玩家只有合

作与背叛两种策略, 分别用"0"和"1"表示. 因此, 其策

略更新规则可以由玩家历史策略与博弈结果共同决

定的布尔函数来表示. 同时, 由于玩家在博弈过程可

能出现决策失误, 策略更新规则会呈现一定随机性,
此时演化布尔博弈变成随机演化布尔博弈

[16-17].
值得注意的是, 时滞现象在现实场景中普遍存

在, 在经济学, 物理学等领域中往往难以避免. 因此
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在布尔网络的相关研究中, 时滞也是一个重要的研

究课题
[18-20]. 例如, 文献 [18]借助代数状态空间表示

方法, 分析了脉冲影响下的概率时滞布尔网络的集

合稳定性. 文献 [19]分析了带时滞与函数扰动的隐

布尔网络的鲁棒集合稳定性. 目前已有的关于随机

演化布尔博弈的研究成果, 主要基于无时间延迟的

理想演化环境展开
[16,21]. 文献 [16,21]通过构造可达

集给出了随机演化布尔博弈稳定与集合镇定的充要

条件. 但在实际的策略演化与信息交互过程中, 受策

略传递延迟, 博弈参与者决策反应滞后及信息传输

链路损耗等诸多实际因素的影响, 时滞现象的出现

不可避免. 随机逻辑系统与随机演化布尔博弈中的

相关研究成果已证实, 时滞会对博弈系统的策略演

化轨迹产生显著影响. 例如, 在多主体博弈系统中,
一些信息传输效率高, 时滞可忽略的博弈参与者, 能
够及时获取同伴策略并调整自身决策, 从而快速趋

近稳定策略; 而受时滞影响显著的博弈参与者, 其策

略更新会滞后于整体演化节奏, 甚至导致整个博弈

系统无法达到预期的稳定状态.

n

一致性问题作为分布式计算理论中基础且重要

的问题, 长期以来备受关注. 近年来, 策略一致问题

的研究已成为多智能体系统
[22]

及其他相关有限域网

络
[23]

等领域的研究热点. 同样地, 策略一致问题在博

弈论中也得到广泛研究
[24]. 文献 [24]基于群体智能

最优响应更新规则构建博弈代数方程, 并借助该方

程分析群体策略一致性问题. 然而, 据了解, 针对常

时滞随机演化博弈的策略一致问题相关研究成果较

少. 在分布式光伏集群投切博弈场景中, 机组存在并

网, 停机两类布尔决策, 系统受光照波动, 通信随机

扰动影响, 只有实现概率 1有限时间策略一致, 才能

规避多机组策略分裂现象, 保障配网调控稳定. 因此,
开展常时滞下 人随机演化布尔博弈的概率 1策略

一致问题的研究是必要的.
近年来, 程代展等人提出了一种新型矩阵运算

方法——矩阵半张量积
[25]. 利用该方法, 任何有限值

系统都可转化为等价的代数形式. 凭借这一重要特

性, 矩阵半张量积已被广泛应用于布尔网络
[26-28]

和

混合值逻辑网络
[29-30]

的分析与控制. 此后, 基于矩阵

半张量积布尔网络在能控性
[31-32], 能观性

[33], 不动点
[34],

及环
[35]

等方面取得了大量有价值的成果.

n

n

n

受上述研究背景启发, 本文采用矩阵半张量积

方法, 对 人 REBGTD的策略一致问题展开研究, 本
文主要贡献如下: (1) 构建了 人 REBGTD的代数框

架; (2) 推导出 人 REBGTD以概率 1实现策略一致

的充要条件 ; (3) 设计了状态反馈控制器 , 以保证

n人 REBGTD以概率 1实现策略一致.

n

本文余下部分结构安排如下: 第 1章回顾相关

重要预备知识 , 并描述问题 ; 第 2章推导出 人

REBGTD策略一致问题的主要结论; 第 3章通过数

值算例来验证本文主要结果的有效性; 最后, 第 4章
对全文进行简要总结与概括. 

1    预备知识和问题描述 

1.1    符号说明

D := {1, 0} Dn := D × . . .×D︸ ︷︷ ︸
n

1.  ,  .

∆k := {δik|i = 1, 2, . . . , k} δik

Ik i

2.  , 其中 表示单位

矩阵 的第 列.
Coli(A) A i A

Col(A)

3.  表示矩阵 的第 列, 并且把矩阵 列

向量所构成的集合记为 .
n× t M4. 若一个 矩阵 可表示为

M = [δk1
n δk2

n . . . δkt
n ],

M=δn[k1 k2 . . . kt]

n× t Ln×t

则称其为逻辑矩阵, 简记为 ,
且所有 阶逻辑矩阵构成的集合记为 .

M ∈ Rp×n N ∈ Rq×n5. 对于两个矩阵 和 , 其
Khatri-Rao积定义为

M ∗N = [Col1(M)⊗ Col1(N),

Col2(M)⊗ Col2(N), . . . ,

Coln(M)⊗ Coln(N)] ∈ Rpq×n,

⊗其中 为 Kronecker积. 

1.2    预备知识

n为了研究常时滞下 人随机演化布尔博弈的策

略一致问题, 首先介绍相关定义和引理.
A ∈ Rm×n B ∈ Rp×q A

B

定义 1[25]
　设矩阵 和 ,  和

的矩阵半张量积定义为

A⋉B = (A⊗ Iα
n
)(B ⊗ Iα

p
),

⊗ α = lcm(n, p) n p其中 是 Kronecker积,  (即 和 的最

小公倍数).
n = p

⋉

当 时, 半张量积变为常规矩阵乘积. 在后

续内容中, 若不存在歧义, 则将省略半张量积的符号

‘ ’. 此外, 矩阵的半张量积不仅保留了常规矩阵乘

积的所有性质, 还具备下述若干重要性质, 这些性质

将在后续推导中被用到
[25].

X ∈ Rm Y ∈ Rn1)设 ,  为两个列向量, 则

Y ⋉X =W[m,n] ⋉X ⋉ Y.

其中

W[m,n] = δmn[1m+ 1 . . . (n− 1)m+ 1

2m+ 2 . . . (n− 1)m+ 2

. . .

mm+m. . . (n− 1)m+m]
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被称为换位矩阵

X ∈ Rm A ∈ Rp×q2) [伪交换性 ] 设 为一列向量, 
为任一矩阵, 则

X ⋉A = (Im ⊗A)⋉X.

X ∈ Lk×13)设 为一个逻辑列向量, 则

X2 =Mr,k ⋉X,

Mr,k = Diag{δ1k, δ2k, . . . , δkk}其中 称为降阶矩阵.
f : Dn → D

f

引理 1[25]
　对于布尔函数 , 采用布

尔变量的向量形式, 可将 的代数形式表示为

f(X) =Mf ⋉n
i=1 xi, xi ∈ ∆.

X = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dn Mf f其中:  , 且 称为 的结

构矩阵. 

1.3    问题描述

n考虑下面的常时滞下 人随机演化布尔博弈
si(t+ 1) = f̂i(S(t− τ0), S(t− τ0 + 1), . . . , S(t),

U(t), ζi(t, pi), r(t)), i = 1, 2, . . . , n.

r(t) = ĥ(S(t− τ0), S(t− τ0 + 1), . . . , S(t)).
(1)

S(t) = (s1(t), . . . , sn(t)) ∈ Dn

t U(t) = (u1(t), . . . , um(t)) ∈ Dm

t ζi(t, pi) ∈
D, i = 1, 2, . . . , n

P{ζi(t, pi) = 1} = pi (0 ⩽ pi ⩽
1

r(t) ∈ D f̂i : D(τ0+1)n+m+2 → D i = 1,

. . . , n ĥ : D(τ0+1)n → D τ0

其中 表示每个玩家

在 时刻的策略.  表

示各伪玩家 (控制 )在 时刻的策略 . 
, 为相互独立的随机变量且每个变

量随时间独立, 满足  
), 它反映的是每一个玩家做出正确选择的概率 .

为博弈结果,  , 

和 均为布尔函数, 并且 是

一个正整数.
A = {(δi2)n|i = 1, 2}

{u(t) : t ∈ N} t0 ∈ Z+

s0, s−1, . . . , s−τ0 ∈ ∆n t ⩾ t0

定义 2　给定集合 , 若存

在控制序列 和时刻 , 对任意的

初始策略 和任意整数 ,
满足

P{s(t) ∈ A | s(0) = s0, s(−1) = s−1, . . . , s(−τ0) =
s−τ0 , u} = 1,

n则称该 人 REBGTD实现以概率 1策略一致.

n

策略调控目标: 本文旨在通过调整控制玩家的

策略, 实现 人 REBGTD的以概率 1策略一致. 本文

研究基于状态玩家策略对控制玩家策略进行调节,
具体而言, 设计如下形式的状态反馈控制器:
u1(t) = ĝ1(S(t− τ0), S(t− τ0 + 1), . . . , S(t)),

u2(t) = ĝ2(S(t− τ0), S(t− τ0 + 1), . . . , S(t)),

...

um(t) = ĝm(S(t− τ0), S(t− τ0 + 1), . . . , S(t)).
(2)

gj : D(τ0+1)n → D(j=1, 2, . . . ,m)其中 为布尔函数.
 

2    主要成果

n

n

本节研究 人 REBGTD的策略一致问题, 给出

判别 人 REBGTD能否实现策略一致的充要条件,
并设计状态反馈控制器.

n首先, 通过矩阵半张量积, 分别把 人 REBGTD
(1) 和状态反馈控制 (2) 转化为等价的代数形式.

s(t) =

⋉n
i=1si(t) u(t) = ⋉m

j=1uj(t) f̂i

ĥ ĝj Q̂i ∈ L2×2(τ0+1)n+m+2

Ĥ ∈ L2×2(τ0+1)n Ĝj ∈ L2×2(τ0+1)n

采用逻辑变量的标准向量形式, 并且设

,  , 通过引理 1, 可得到 ,

和 的结构矩阵, 分别记为   ,

和 . 因此, 可得到

si(t+ 1) =

Q̂is(t− τ0)s(t− τ0 + 1) . . . s(t)u(t)ζi(t, pi)r(t) =

Q̂is(t− τ0)s(t− τ0 + 1) . . . s(t)u(t)ζi(t, pi)Ĥs(t−
τ0)s(t− τ0 + 1) . . . s(t) =

Q̂i(I2(τ0+1)n+m+1 ⊗ Ĥ)W[2m+1,2(τ0+1)n]W[2,2m](I2m+1⊗
Mr,2(τ0+1)n)ζi(t, pi)u(t)s(t− τ0)s(t− τ0 + 1) . . .

s(t) := R̂iζi(t, pi)u(t)s(t− τ0) . . . s(t),
r(t) = Ĥs(t− τ0)s(t− τ0 + 1) . . . s(t),

uj(t) = Ĝjs(t− τ0)s(t− τ0 + 1) . . . s(t).

R̂i = Q̂i(I2(τ0+1)n+m+1 ⊗ Ĥ)W[2m+1,2(τ0+1)n]

W[2,2m](I2m+1 ⊗Mr,2(τ0+1)n) ∈ L2×2(τ0+1)n+m+1

其 中

.

ζ(t) = ⋉n
i=1ζi(t, pi) ∈ ∆2n设 , 可得到

s(t+ 1) =Mζ(t)u(t)s(t− τ0) . . . s(t), (3)

u(t) = Ĝs(t− τ0)s(t− τ0 + 1) . . . s(t). (4)

其中

M = R̂1

n∏
i=2

[(I2(τ0+1)n+m+i−1 ⊗ R̂i)(I2i−1⊗

W[2,2(τ0+1)n+m])(I2i ⊗Mr,2(τ0+1)n+m)],

Ĝ = Ĝ1 ∗ . . . ∗ Ĝm ∈ L2m×2(τ0+1)n且 被称为状态反

馈增益矩阵.
ψ(t) = ⋉t

k=t−τ0
s(k)设 , 可以推导出

ψ(t+ 1) =

⋉t+1
k=t−τ0+1 s(k) =

⋉t
k=t−τ0+1 s(k)Mζ(t)u(t)s(t− τ0) . . . s(t) =

(I2τ0n⊗M)W[2n+m,2τ0n]ζ(t)u(t)⋉t
k=t−τ0+1 s(k)s(t−

τ0)⋉t
k=t−τ0+1 s(k) =

(I2τ0n ⊗M)W[2n+m,2τ0n](I2n+m⊗
W[2n,2τ0n])(I22n+m ⊗Mr,2τ0n)ζ(t)u(t)ψ(t) :=

Lζ(t)u(t)ψ(t),

u(t) = Ĝψ(t).

L=(I2τ0n⊗M)W[2n+m,2τ0n](I2n+m⊗W[2n,2τ0n])其中
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(I22n+m ⊗Mr,2τ0n) ∈ L2(τ0+1)n×2(τ0+2)n+m .

δi2n

αj ∈ {1, 2} δi2n = ⋉n
j=1δ

αj

2 ω0 = 2n

−i αj

引理 2[25]
　对于每个 , 存在唯一的有限序列

, 使得 . 此外 , 令

, 则可通过迭代计算得到有限序列 ,αj = 2−
[ωj−1

2n−j

]
,

ωj = wj−1 − (2− αj)2
n−j.

[a] a其中 表示不大于 的最大整数.

L L = [L1 . . . L2n ]

Lk ∈ L2(τ0+1)n×2(τ0+1)n+m ζ(t) =

δk2n k1, k2, . . . , kn ∈ {1, 2}
ζ(t) = δk1

2 ⋉ . . .⋉ δkn
2

将矩阵 分块为 , 分块后的

矩阵 . 对于任意的

, 通过引理 2, 存在唯一的 ,

使得 , 且

P{ζβ(t, pβ) = δ
kβ

2 } =
{
pβ, kβ = 1;

1− pβ, kβ = 2.

β = 1, 2, . . . , n其中 , 因此, 可得到

P{ζ(t) = δk2n} =
n∏

β=1

P{ζβ(t, pβ) = δ
kβ

2 }.

n据此, 推导出与常时滞下 人随机演化布尔博弈 (1)
等价的随机控制系统为{

ψ(t+ 1) = L̂u(t)ψ(t),

r(t) = Ĥψ(t).
(5)

P{L̂ = Lk} = P{ζ(t) = δk2n}(k = 1, . . . , 2n)其中 .

下文基于等价随机控制系统 (5), 研究状态反馈

策略一致问题.
B = {ψ = ⋉t

k=t−τ0
s(k) : s(k) ∈ A}定义集合 .

n

B

定理 1　常时滞下 人随机演化布尔博弈 (1)以
概率 1策略一致等价于随机控制系统 (5)以概率

1镇定到集合 .
n

{u(t) : t ∈ N} t0 ∈ Z+

s0, s−1, . . . , s−τ0 ∈ ∆n t ⩾ t0

证明 (必要性): 假设常时滞下 人随机演化布尔

博弈 (1)以概率 1策略一致. 由定义 2可知, 存在控

制序列 和时刻 , 对任意的初始

策略 和任意整数 , 有

P{s(t) ∈ A|s(0) = s0, s(−1) = s−1, . . . , s(−τ0) =
s−τ0 , u} = 1.

T̃ = t0 + τ0 ∀ t ⩾ T̃ ∀ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n

P{s(t− k) ∈ A |ψ(0) = ψ0, u(t)} = 1,

k ∈ {0, 1, . . . , τ0},

设 . 对于 和 ,

有   其 中

则

P{s(t− τ0), . . . , s(t) ∈ A |ψ(0) = ψ0, u(t)} = 1.
(6)

∀ t ⩾ T̃ ∀ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n P{ψ(t)
∈ B|ψ(0) = ψ0, u(t)} = 1.

B

因此 , 对于 和 , 有

所 以 随 机 控 制 系 统

(5)以概率 1镇定到集合 .
(充分性): 由随机控制系统 (5)以概率 1镇定到

B {u(t) : t ∈ N}
t0 ∈ Z+ ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n

t ⩾ t0 P{ψ(t) ∈ B |ψ(0) = ψ0, u(t)} = 1.

B

集合 可知 , 存在控制序列 和时刻

, 对任意的初始策略 和任意整

数 , 有 考

虑到集合 中元素的结构, 可以得到

P{s(j) ∈ A|ψ(0) = ψ0, u(t)} = 1

∀ j ⩾ t0 − τ0 ∀ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n对于 和 成立.
T̄ = max{t0 − τ0, 1} P{s(t) ∈ A|

ψ(0) = ψ0, u(t)} = 1 ∀ t ⩾ T̄ ∀ψ0∈∆2(τ0+1)n

n

设 ,  可 得 到

对于 和

成立. 因此, 根据定义 2可知, 常时滞下 人随机演化

布尔博弈 (1) 以概率 1策略一致. □
M⊆ ∆2(τ0+1)n

ψ(t) = δi
2(τ0+1)n ∈M u(t) ∈ ∆2m

P{ψ(t+ 1) ∈M|ψ(t) = δi
2(τ0+1)n , u(t)} = 1

M

定义 3[36]
　若子集 满足: 对于任

意的 , 存在控制 使

得 ,  则

称子集 是系统 (5)的控制不变子集.
M⊆ ∆2(τ0+1)n

Ic(M) ⊆M M
Ic(M) Ic(M)

定义 4[36]
　给定集合 , 若子集

是控制不变子集, 且集合 中所有控

制不变子集都是 的子集, 则称 为系统

(5)的最大控制不变子集.
B

Ic(B)

引理 3　系统 (5)以概率 1镇定到集合 等价

于该系统以概率 1镇定到集合 .

B Ic(B)

B

{u(t) : t ∈ N} T

ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n t ⩾ T

证明 (必要性): 假设系统 (5)以概率 1镇定到集

合 但不以概率 1镇定到集合 . 一方面, 因为

系统 (5)以概率 1镇定到集合 , 则存在控制序列

和 正 整 数 ,  对 任 意 初 始 状 态

和任意整数 , 有

P{ψ(t) ∈ B |ψ(0) = ψ0, u(t)} = 1.

Ic(B)

T ′ u′(t)

ψ0 = δα
2(τ0+1)n tα > T ′

另一方面, 系统 (5)不以概率 1镇定到集合 , 则
对任意的正整数 和任意的控制 , 存在

和 有

P{ψ(tα) ∈ Ic(B) |ψ(0) = δα
2(τ0+1)n , u′(t)} < 1.

P{ψ(tα) ∈ B \ Ic(B)|ψ(0) = δα
2(τ0+1)n , u(t)}

> 0 Ic(B) B

t′ u′(t) ψ′ ∈
B \ Ic(B)

因此 , 

, 因为 是集合 中的最大控制不变子集, 则
存在正整数 , 对于任意的 和任意的

有

P{ψ(t′) ∈ ∆2(τ0+1)n \B |ψ(0) = ψ′, u′(t)} > 0.

T ′ > T tα > T ′ > T tα + t′ > T
P{ψ(tα + t′) ∈ ∆2(τ0+1)n \B|ψ(0) = δα

2(τ0+1)n , u(t)}

> 0 B

任取 , 则 ,  , 有

. 这与系统 (5)以概率 1镇定到集合 矛盾. 所
以假设不成立, 必要性得证.

(充分性): 显然成立. □
Ic(B)因此, 本文将以 作为目标集合, 来研究系

统 (5)集合镇定问题. 接下来, 给出最大不变子集的

计算方法.
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TB|B首先, 将真值矩阵 定义如下:

[TB|B]ij =


1, P{ψ(t+ 1) ∈ B|ψ(t) = δj

2(τ0+1)n ,

u(t) = δi2m} = 1, ∀δj
2(τ0+1)n ∈ B;

0, otherwise.

B1 = {δj2(τ0+1)n |Colj(TB|B) ̸= 0}
B1 ⊆ B B1 = ∅ Ic(B) = ∅ B1 = B

Ic(B) = B

设 .  可 得 到

. 若 , 则 . 若 , 则

.

B1 ⫋ B TB1|B1
若 , 则继续构造真值矩阵 .

[TB1|B1
]ij =


1, P{ψ(t+ 1) ∈ B1|ψ(t) =
δj
2(τ0+1)n , u(t) = δi2m} = 1,

∀δj
2(τ0+1)n ∈ B1;

0, otherwise.

B2 = {δj2(τ0+1)n |Colj(TB1|B1
) ̸= 0}

B2 ⊆ B1 B2 = ∅ Ic(B) = ∅ B1 =

B2 B1

设 , 可以得到

. 如果 , 则 . 如果

, 则 是系统 (5)的一个最大控制不变子集.

B

t ∈ [1 : |B|] Bt−1 = Bt B0 = B

Ic(B) = Bt−1

由于 是一个有限元素集合, 因此必然存在一

个整数 , 使得 , 其中

且 .

Ic(B) = B̂

下 面 给 出 系 统 (5)以 概 率 1镇 定 到 集 合

的等价条件.

B̂ ⊆ ∆2(τ0+1)n

{Φk(B̂) : k ∈ Z+}
首先, 给定一个非空集合 , 按如下

方式定义集合序列 :

Φ1(B̂) =
{
δβ
2(τ0+1)n : ∃ν ∈ N, 1 ⩽ ν ⩽ 2m, 使得∑

a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δβ
2(τ0+1)n ,

u(t) = δν2m} = 1
}
, (7)

Φk+1(B̂) =
{
δβ
2(τ0+1)n : ∃ν ∈ N, 1 ⩽ ν ⩽ 2m, 使得∑

a∈Φk(B̂)

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δβ
2(τ0+1)n ,

u(t) = δν2m} = 1
}
, k = 1, 2, . . . . (8)

Φk(B̂), k = 1, 2, . . .

Φk(B̂)

由式 (7)和式 (8)计算 是一项复

杂的工作, 下面给出矩阵的方法计算 .

Q =
2n∑
i=1

PiLi ∈ Υ2(τ0+1)n×2(τ0+1)n+m Pi

= P{ζ(t) = δi2n}(i = 1, . . . , 2n) Q

Q = [Q1 Q2 . . . Q2m ]

令 , 其中

. 对矩阵 进行分

块,  , 可得到

P{ψ(t+ 1) = δj
2(τ0+1)n |ψ(t) = δi

2(τ0+1)n ,

u(t) = δν2m} = (Qν)j,i.

B̂={δa1

2(τ0+1)n , . . . , δ
a|B̂|

2(τ0+1)n} Φk(B̂)={δa
k
1

2(τ0+1)n ,

δ
ak
2

2(τ0+1)n , . . . , δ
αk
|Φk(B̂)|

2(τ0+1)n}

令 , 

, 可得到

Φ1(B̂) =
{
δβ
2(τ0+1)n : ∃ν ∈ N, 1 ⩽ ν ⩽ 2m, 使得∑

j∈{a1,a2,...,a|B̂|}

(Qν)j,β = 1
}
,

Φk+1(B̂)=
{
δβ
2(τ0+1)n : ∃ν ∈ N, 1 ⩽ ν⩽2m, 使得∑

j∈{ak
1 ,a

k
2 ,...,a

k
|Φk(B̂)|

}

(Qν)j,β = 1
}
.

然后, 有下面的引理.

引理 4

B̂ ⊆ Φ1(B̂) k ⩾ 1

Φk(B̂) ⊆ Φk+1(B̂)

1) 若 , 则对任意的整数 , 均有

.

Φ1(B̂) = B̂ k ⩾ 1

Φk(B̂) = B̂

2) 若 , 则对任意整数 , 均有

.

j ⩾ 1 Φj(B̂) =Φj+1(B̂)

k ⩾ j Φk(B̂) =Φj(B̂)

3) 若存在某整数 , 使得 ,

则对任意整数 , 均有 .

K ⩽ 2(τ0+1)n

定理 2　状态反馈随机集合镇定问题可解的充

分必要条件是, 存在一个正整数 , 使得{
B̂ ⊆ Φ1(B̂),

ΦK(B̂) = ∆2(τ0+1)n .
(9)

K

Ĝ ∈ L2m×2(τ0+1)n

证明 (必要性)　假设状态反馈随机集合镇定问

题是可解的, 则存在正整数 和一个状态反馈增益

矩阵 , 使得

1 = P{ψ(t) ∈ B̂|ψ(0) = ψ0, u(t) = Ĝψ(t)} =∑
a∈B̂

P{ψ(t) = a|ψ(0) = ψ0, u(t) = Ĝψ(t)} =

∑
a∈B̂

∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0} × . . .×
P{ψ(t) = a|ψ(t− 1) = δ

βt−1

2(τ0+1)n , u(t− 1) =

Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n},

1 = P{ψ(t+ 1) ∈ B̂|ψ(0) = ψ0, u(t) = Ĝψ(t)} =∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(0) = ψ0, u(t) =

Ĝψ(t)} =∑
a∈B̂

∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(t) = Ĝψ0} × . . .×
P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n , u(t) =∑
a∈B̂

∑
δ
βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(t+ 1) = a|
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ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |
ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0} × . . .× P{ψ(t) =
δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n , u(t− 1) =

Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]

(11)

t ⩾ K ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n对任意整数 和任意初始状态 均

成立.

由 (10)式, 可得到∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |

ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0} × . . .× P{ψ(t) =
δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n , u(t− 1) =

Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n} = 0

βt ∈ ∆2(τ0+1)n \ B̂对任意的 均成立. 结式合 (11), 可

得到

1 =
∑
a∈B̂

∑
δ
βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(t+ 1) = a|

ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0} × . . .×
P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n ,

u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]
=∑

δ
βt

2(τ0+1)n
∈B̂

∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) =

δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0} × . . .×
P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n ,

u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]
.

δβt

2(τ0+1)n ∈ B̂接下来, 证明对任意的 , 有∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n ,

u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n} = 1. (12)

δβ̄t

2(τ0+1)n ∈ B̂现在, 假设存在 , 使得

0 ⩽
∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δβ̄t

2(τ0+1)n ,

u(t) = Ĝδβ̄t

2(τ0+1)n} < 1,

然后, 由式 (12)可得到

1 =
∑

δ
βt

2(τ0+1)n
∈B̂

∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) =

δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) =

Ĝψ0} × . . .× P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) =

δ
βt−1

2(τ0+1)n , u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]
<∑

δ
βt

2(τ0+1)n
∈B̂

∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0}×
. . .× P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n ,

u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n} = 1

矛盾, 所以假设不成立.
B̂ ⊆

Φ1(B̂)

因此 ,  (13)式成立 , 结合 (7)式可推出

.

ΦK(B̂) = ∆2(τ0+1)n

ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n

t ⩾ K ψ0 ∈ Φt(B̂)

接下来, 为了证明 , 先证明:

若式 (10)对任意初始策略 以及任意

整数 都成立, 则 .

t = 2

ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n

假设当 时 , 式 (10)对于任意的初始策略

都成立. 由于∑
δ
β1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0,

u(0) = Ĝψ0} = 1,

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) =

Ĝψ0} > 0
∑
a∈B̂

P{ψ(2) = a|ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n , u(1)

= Ĝδβ1

2(τ0+1)n} = 1

可 得 到 :  若

, 则

.

δβ1

2(τ0+1)n ∈ Φ1(B̂)根据式 (7), 可得到 , 且∑
δ
β1

2(τ0+1)n
∈Φ1(B̂)

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0,

u(0) = Ĝψ0} = 1,

ψ0 ∈ Φ2(B̂)由 (8)式可知,  .

t ⩾ 2

t+ 1

现在, 假设结论对整数 成立. 接下来考虑

的情况, 有∑
a∈B̂

∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =
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δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0}×
P{ψ(2) = δβ2

2(τ0+1)n |ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n , u(1) =

Ĝδβ1

2(τ0+1)n} × . . .× P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) =
δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n} =∑
δ
β1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) =

ψ0, u(0) = Ĝψ0}×[∑
a∈B̂

∑
δ
β2

2(τ0+1)n
,...,δ

βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(2) = δβ2

2(τ0+1)n |ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n , u(1) =

Ĝδβ1

2(τ0+1)n} × . . .× P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) =

δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}
]
= 1.

由于∑
δ
β1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0,

u(0) = Ĝψ0} = 1,

P{ψ(1) =δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0, u(0) = Ĝψ0} > 0若 ,

则 ∑
a∈B̂

∑
δ
β2

2(τ0+1)n
,...,δ

βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(2) =

δβ2

2(τ0+1)n |ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n ,

u(1) = Ĝδβ1

2(τ0+1)n} × . . .×
P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n ,

u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n} = 1.

δβ1

2(τ0+1)n ∈ Φt(B̂)因此,  , 且∑
δ
β1

2(τ0+1)n
∈Φt(B̂)

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = ψ0,

u(0) = Ĝψ0} = 1,

ψ0 ∈ Φt+1(B̂)由 (8)式可知,  .

ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n t ⩾ K

ψ0 ∈ Φt(B̂) t ⩾ K

Φt(B̂) = ∆2(τ0+1)n t = K

ΦK(B̂) = ∆2(τ0+1)n

通过归纳法可知 : 若式 (10)对任意初始策略

及任意整数 均成立 , 则必有

. 因此 , 对所有的正整数 , 均有

. 特别地 , 当 时 , 显然有

.

K ΦK(B̂) = ∆2(τ0+1)n

K ⩽ 2(τ0+1)n

1 ⩽ t ⩽ K t |Φt(B̂)| ⩾ t

K ⩽ |ΦK(B̂)| = 2(τ0+1)n

最后, 令 为满足 的最小正

整数. 证明 . 事实上, 由引理 4易知: 对
任意满足 的整数 , 均有 . 因此

可得 .

1 ⩽ K ⩽ 2(τ0+1)n

B̂ ⊆ Φ1(B̂)

Φ1(B̂) ⊆ Φ2(B̂) ⊆ . . . ⊆ ΦK(B̂) = ∆2(τ0+1)n

(充分性): 假设存在一个整数 ,
使得 (9)式成立, 由于 , 根据引理 4, 可得

到 . 设

Φ̃i(B̂) = Φi(B̂) \ Φi−1(B̂), i = 1, 2, . . . ,K. (13)

Φ0(B̂) := ∅其中 .

i, j ∈ {1, . . . ,K} i ̸= j

Φ̃i(B̂) ∩ Φ̃j(B̂) = ∅
∪K

i=1
Φ̃i(B̂) = ∆2(τ0+1)n

1 ⩽ i ⩽ 2(τ0+1)n

1 ⩽ qi ⩽ K δi
2(τ0+1)n ∈ Φ̃qi(B̂)

显然, 对任意的整数 , 且 ,
有 . 且 .

因此, 对任意整数 , 存在唯一的整数

, 使得 .

qi = 1 1 ⩽ νi

⩽ 2m

当 时 , 由 (7)式可知 , 存在整数

, 使得∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δi
2(τ0+1)n ,

u(t) = δνi2m} = 1. (14)

2 ⩽ qi ⩽ K

1 ⩽ νi ⩽ 2m

当 时, 由 (8)式可知, 存在一个正整

数 , 使得∑
a∈Φqi−1(B̂)

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) = δi
2(τ0+1)n ,

u(t) = δνi2m} = 1, (16)

Ĝ = δ2m [ν1ν2 . . . ν2(τ0+1)n ] ∈ L2m×2(τ0+1)n

u(t) = Ĝψ(t)

t ⩾ qi i = 1, 2, . . . , 2(τ0+1)n

令 , 接

下来证明: 对于系统 (5)在控制 下, 对

任意整数 及任意 , 有

P{ψ(t) ∈ B̂|ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} = 1.

qi = 1当 时, 易知

P{ψ(1) ∈ B̂|ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(0) = Ĝψ0} =∑

a∈B̂

P{ψ(1) = a|ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(0) = δνi2m} = 1.

t ⩾ 1 P{ψ(t) ∈ B̂|ψ(0) =
δi
2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} = 1 t+ 1

假设对某个整数 , 有

, 则对于 的情形 ,

有

P{ψ(t+ 1) ∈ B̂|ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(t) =

Ĝψ(t)} =
∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(0) =

δi
2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} =∑
a∈B̂

∑
δ
βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(t+ 1) =

a|ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(0) =

δνi2m} × . . .× P{ψ(t) =
δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n , u(t− 1) =

Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]
=∑

δ
βt

2(τ0+1)n
∈B̂⊆Φ1(B̂)

∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) =
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δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) = δβ1

2(τ0+1)n |

ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(0) = δνi2m} × . . .×

P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n ,

u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]
= 1.

qi = 1

t ⩾ qi

通过归纳法可知 , 当 时 , 对任意整数

, 均有

P{ψ(t) ∈ B̂|ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} = 1

2 ⩽ qi ⩽ K当 时, 由式 (15)和式 (16)可得到

P{ψ(qi) ∈ B̂|ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} =∑

a∈B̂

P{ψ(qi)=a|ψ(0)=δi2(τ0+1)n , u(t)=Ĝψ(t)}=1.

t ⩾ qi P{ψ(t) ∈ B̂|ψ(0)
= δi

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} = 1 t+ 1

假设对某个整数 , 有

, 则对于 的情

形, 有

P{ψ(t+ 1) ∈ B̂|ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(t) =

Ĝψ(t)} =
∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(0) =

δi
2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} =∑

δ
βt

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) =

δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(0) = δνi2m} × . . .×

P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) =

δ
βt−1

2(τ0+1)n , u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]
=∑

δ
βt

2(τ0+1)n
∈B̂⊆Φ1(B̂)

∑
a∈B̂

P{ψ(t+ 1) = a|ψ(t) =

δβt

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝδβt

2(τ0+1)n}×[ ∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(0) = δνi2m} × . . .×

P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) = δ
βt−1

2(τ0+1)n ,

u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n}
]
=∑

δ
βt

2(τ0+1)n
∈B̂

∑
δ
β1

2(τ0+1)n
,...,δ

βt−1

2(τ0+1)n
∈∆

2(τ0+1)n

P{ψ(1) =

δβ1

2(τ0+1)n |ψ(0) = δi
2(τ0+1)n , u(0) = δνi2m} × . . .×

P{ψ(t) = δβt

2(τ0+1)n |ψ(t− 1) =

δ
βt−1

2(τ0+1)n , u(t− 1) = Ĝδ
βt−1

2(τ0+1)n} = 1.

2 ⩽ qi ⩽ K P{ψ(t) ∈
B̂|ψ(0) = δi

2(τ0+1)n , u(t) = Ĝψ(t)} = 1

t ⩾ qi

通过归纳法可知 , 当 时 , 

对任意整数

均成立.
u(t) = Ĝψ(t)

P{ψ(t) ∈ B̂|ψ(0) = ψ0, u(t) = Ĝψ(t)} = 1

t ⩾ K ψ0 ∈ ∆2(τ0+1)n

因此, 在状态反馈控制 下的系统

(5),  对

任意整数 以及任意初始策略 成

立. 这表明状态反馈随机集镇定问题是可解的. □
注 1　定理 2的证明为状态反馈增益矩阵的设

计提供了如下步骤:
Φi(B̂) i = 1, 2, . . . ,

2(τ0+1)n

(i) 利用矩阵的方法计算 , 

.
K ⩽ 2(τ0+1)n K

ΦK(B̂) = ∆2(τ0+1)n Φ̃i(B̂),

i = 1, 2, . . . ,K

(ii) 寻找满足 的正整数 , 使得

. 再 根 据 式 (14), 计 算

.
i = 1, 2, . . . , 2(τ0+1)n

1 ⩽ νi ⩽ 2m νi

qi = 1 2 ⩽ qi ⩽ K

(iii) 对任意整数 , 寻找满足

的整数 , 使得式 (15)和式 (16)分别在

和 时成立.
(iv) 状态反馈增益矩阵可设计为

G = δ2m [ν1 ν2 . . . ν2(τ0+1)n ].
 

3    实　例

在本节中, 通过一个算例来展示新结论的有效

性.
例 1

s1(t+ 1) = (ζ(t) ∨ u(t) ∨ s1(t− 1)) ∧ s2(t− 1),

s2(t+ 1) = (u(t) ∧ s1(t− 2))∨
(¬ζ(t) ∧ ¬u(t) ∧ r(t)),

r(t) = ¬s1(t− 2) ∧ s2(t− 2).
(17)

P{ζ(t) = 1} = 0.9.其中

s(t− 1) = ⋉2
i=1si(t− 1) s(t− 2) = ⋉2

i=1si

(t− 2)

设 , 

, 将系统 (17)转化为如下等价的代数形式:

s1(t+ 1) = Q1ζ(t)u(t)s(t− 1),

s2(t+ 1) = Q2ζ(t)u(t)s(t− 2).

其中

Q1 = δ2[1 2 1 2 1 2 1 2 −→
←− 1 2 1 2 1 2 2 2],

Q2 = δ2[1 1 2 2 2 2 2 2 −→
←− 1 1 2 2 2 2 1 2].

ψ(t) = s(t− 2)s(t− 1)s(t)令 , 将得到如下代

数形式:

ψ(t+ 1) = Lζ(t)u(t)ψ(t), (18)

L = δ64[1, 5, 9, 13, 19, 23, 27, 31, 33, 37, 41, 45,其中

8 控 制 与 决 策 第x卷



51, 55, 59, 63, 1, 5, 9, 13, 19, 23, 27, 31, 33, 37, 41, 45, 51,

55, 59, 63, 2, 6, 10, 14, 20, 24, 28, 32, 34, 38, 42, 46, 52, 56,

60, 64, 2, 6, 10, 14, 20, 24, 28, 32, 34, 38, 42, 46, 52, 56, 60,

64, 2, 6, 10, 14, 20, 24, 28, 32, 34, 38, 42, 46, 52, 56, 60, 64,

2, 6, 10, 14, 20, 24, 28, 32, 34, 38, 42, 46, 52, 56, 60, 64, 2,

6, 10, 14, 20, 24, 28, 32, 34, 38, 42, 46, 52, 56, 60, 64, 2, 6,

19, 23, 27, 31, 33, 10, 14, 20, 24, 28, 32, 34, 38, 42, 46, 52,

56, 60, 64, 1, 5, 9, 13, 37, 41, 45, 51, 55, 59, 63, 1, 5, 9, 13,

19, 23, 27, 31, 33, 37, 41, 45, 51, 55, 59, 63, 2, 6, 10, 14, 20,

24, 28, 32, 34, 38, 42, 46, 52, 56, 60, 64, 2, 6, 10, 14, 20, 24,

28, 32, 34, 38, 42, 46, 52, 56, 60, 64, 2, 6, 10, 14, 20, 24, 28,

32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 2, 6, 10, 14, 20, 24, 28, 32,

36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 1, 5, 9, 13, 19, 23, 27, 31,

35, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 63, 2, 6, 10, 14, 20, 24, 28, 32,

36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

n接下来, 本文将分析给定的常时滞下 人随机演

化布尔博弈的策略一致问题. 最终的策略选择存在

两种情况: 所有参与者均选择策略"1", 或均选择策

略"2". 因此, 有

A = {δ14 , δ44}

B = {δ164, δ464, δ1364 , δ1664 , δ4964 , δ5264 , δ6164 , δ6464}.
B

TB|B

下面计算系统 (18)在集合 中的最大控制不变

子集, 构造真值矩阵 .

Colj(TB|B) =


(1 1)T, j ∈ {61, 64};
(1 0)T, j ∈ {1, 4};
(0 1)T, j ∈ {13, 16};
(0 0)T, otherwise.

B1 = {δ164, δ464, δ1364 , δ1664 , δ6164 , δ6464}可得到 .
B1 ⊊ B TB1|B1

因为 . 需要进一步构造真值矩阵 .

Colj(TB1|B1
) =


(1 1)T, j = 64;

(1 0)T, j ∈ {1, 4};
(0 1)T, j = 16;

(0 0)T, otherwise.

B2 = {δ164, δ464, δ1664 , δ6464}可得到 .
B3 = {δ164, δ1664 , δ6464} B4 =

{δ164, δ1664 , δ6464}
重复上述过程, 得到 , 

.
B4 = B3 Ic(B) = B4 = B̂

B̂

由于 , 则 . 因此, 系统

(17)以概率 1策略一致等价于系统 (18)以概率 1镇
定到集合 .

L L = [L1, L2]将矩阵 分块为 , 可得到系统

(18)的等价随机控制系统

ψ(t+ 1) = L̂u(t)ψ(t), (19)

P{L̂ = L1} = 0.9 P{L̂ = L2} = 0.1其中 ,  .

Φ1(B̂) = {δ164, δ1664 , δ1764 , δ3264 , δ4864 , δ6464}
Φ2(B̂) = {δ164, δ864, δ1664 , δ1764 , δ2464 , δ3264 , δ4064 , δ4864 , δ5664 , δ6464}
Φ3(B̂) = {δ164, δ664, δ864, δ1464 , δ1664 , δ1764 , δ2264 , δ2464 , δ3064 , δ3264 ,
δ3864 , δ

40
64 , δ

46
64 , δ

48
64 , δ

54
64 , δ

56
64 , δ

62
64 , δ

64
64} Φ4(B̂)={δ164, δ264,

δ464, δ
6
64, δ

8
64, δ

10
64 , δ

12
64 , δ

14
64 , δ

16
64 , δ

17
64 , δ

18
64 , δ

20
64 , δ

22
64 , δ

24
64 , δ

26
64 ,

δ2864 , δ
30
64 , δ

32
64 , δ

34
64 , δ

36
64 , δ

38
64 , δ

40
64 , δ

42
64 , δ

44
64 , δ

46
64 , δ

48
64 , δ

50
64 , δ

52
64 ,

δ5464 , δ
56
64 , δ

58
64 , δ

60
64 , δ

62
64 , δ

64
64} Φ5(B̂) = ∆64

计算可得 ,

,

 

, 

 
 

,  .

B̂

由定理 2可知, 系统 (19)以概率 1镇定到集合

, 更进一步, 根据定理 2的证明过程可以给出状态

反馈增益矩阵, 即

Ĝ = δ2[1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 2,

2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2,

1, 1, 1, 1, 1].

u(t) = Ĝψ(t)因此, 系统 (17)在状态反馈控制 下实

现以概率 1策略一致. 

4    结　论

n

n

n

本文研究了常时滞下 人随机演化布尔博弈的

策略一致问题. 首先, 给出以概率 1策略一致性的定

义并且利用矩阵半张量积给出常时滞下 人随机演

化布尔博弈的代数形式. 随后, 基于不变子集和随机

可达集, 得到常时滞下 人随机演化布尔博弈以概

率 1策略一致的充要条件. 此外, 设计状态反馈控制

器以确保系统实现策略一致. 最后, 通过数值算例验

证了所得新结论的有效性.
但需要指出, 针对常时滞下随机演化布尔博弈,

在降低其高计算复杂度方面仍存在难点. 在后续研

究中, 将尝试把本文所得理论结论拓展应用于大规

模随机演化布尔博弈.
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