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摘　要: 研究 Galois型非线性反馈移位寄存器可等价转换为 Fibonacci型非线性反馈移位寄存器的充分必要图

条件, 旨在为两类移位寄存器结构间的等价转换提供理论支撑与判定框架. 首先, 基于矩阵半张量积理论, 建立

Galois型与 Fibonacci 型非线性反馈移位寄存器演化方程的代数形式, 进而推导二者可相互转换的代数判定条件;

然后, 从 Fibonacci型非线性反馈移位寄存器的状态转移矩阵出发, 深入分析其内在的状态传递特征, 引入集合划

分方法, 进而建立两类非线性反馈移位寄存器可相互转换的图论判定准则; 此外, 依据所提出的转换条件, 设计相

应的结构转换算法, 实现 Galois型向 Fibonacci型非线性反馈移位寄存器的结构转化; 最后, 通过两个具体的数值

算例, 验证所提出判定条件与所设计转换算法的可行性和有效性.
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Abstract: This  paper  investigates  the  necessary  and  sufficient  graphical  conditions  for  converting  Galois  nonlinear
feedback  shift  registers  (NLFSRs)  into  Fibonacci  NLFSRs,  aiming  to  provide  theoretical  support  and  a  decision
framework for the equivalence conversion between these two types of shift  register structures. First,  using the matrix
semi-tensor  product  theory,  the  algebraic  representations  of  the  evolution  equations  for  both  Galois  and  Fibonacci
NLFSRs are established, and then the algebraic criteria for their transformation are derived. Second, based on the state
transition matrix of Fibonacci NLFSRs, the intrinsic state transfer properties are analyzed and a set partition method is
introduced.  Accordingly,  graphical  criteria  for  the  transformation  between  the  two  types  of  NLFSRs  are  established.
Furthermore,  according  to  the  proposed  conversion  conditions,  a  corresponding  structural  conversion  algorithm  is
designed  to  realize  the  transformation  from  Galois  to  Fibonacci  NLFSRs.  Finally,  two  numerical  examples  are
presented to verify the feasibility and effectiveness of the proposed criteria and the designed transformation algorithm.
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0    引　言

在现代密码学研究中, 流密码因具备运算速率

高、硬件结构精简、差错传播范围小等优势, 在军

事、外交等关键安全领域得到广泛应用. 非线性反馈

移位寄存器作为构建流密码密钥流生成器的核心器

件, 受到了国内外学者的广泛关注
[1]. 近年来, 大量研

究将移位寄存器系统建模为布尔网络, 并依托布尔

网络理论开展系统特性分析
[2]. 此外, 程代展教授提
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出的矩阵半张量积理论, 为逻辑动态系统的建模与

分析提供了全新的代数工具
[3-6]. 借助该理论工具, 可

将基于逻辑规则刻画的离散动态系统转化为代数系

统, 从而克服传统逻辑分析方法的局限性, 并极大地

推动了布尔网络系统在能控性
[7]
、能观性

[8-9]
、镇定

性
[10]
、系统辨识

[11]
、系统分解

[12]
、最优控制

[13-14]
、重

构
[15]
、输出跟踪

[16-17]
、观测器设计

[18]
及有限演化博

弈
[19]

等诸多方面的研究发展. 基于这一代数框架, 移
位寄存器的相关研究也取得了重要进展, 例如, 文献

[20]借助布尔网络的稳定性分析了移位寄存器的稳

定性; 文献 [21]和文献 [22]进一步讨论了移位寄存

器的单调性和非奇异性, 丰富和完善了移位寄存器

的动力学分析体系; 文献 [23]利用布尔网络的相关

方法研究移位寄存器, 给出了移位寄存器生成最大

长度序列的条件, 这在提升密码学中的安全性强度

方面具有重要意义.
非线性反馈移位寄存器是一类离散逻辑动态系

统, 其当前状态由前一时刻状态经非线性反馈函数

生成. 在非线性反馈移位寄存器中, 最常见的两种类

型为 Galois型和 Fibonacci型[24]. Galois型移位寄存

器由多个寄存器同时施加反馈, 其在硬件实现过程

中的电路深度较小, 从而在密钥序列生成时能够获

得更高的运行效率; 但由于其输出序列周期与其状

态周期不一定同步, 这大幅增加了系统特性分析的

难度. 与之相比, Fibonacci型移位寄存器仅在最后一

位引入反馈函数, 整体结构易于分析与实现, 且其输

出序列周期与状态序列周期一致, 因此在理论分析

和性质研究中具有独特优势. 若可实现 Galois型移

位寄存器向 Fibonacci型移位寄存器的等价转换
[25-26],

则可借助 Fibonacci型寄存器成熟的周期性、能观

性、稳定性等优良特性, 完成复杂 Galois型寄存器的

特性分析与性能推演. 同时, 该等价转换能够有效解

决传统 Galois型移位寄存器输出序列周期短于状态

最大循环周期、无法满足 Golomb第二随机性公设

等缺陷
[1], 进而优化密钥序列的随机性与稳定性, 提

升流密码系统的抗破译、抗攻击能力. 因此, 研究两

类移位寄存器的等价转换理论与方法, 具有重要的

理论价值与工程应用意义.
随着布尔网络控制框架下移位寄存器理论的持

续发展, 两类移位寄存器的结构等价与相互转换问

题逐渐成为研究热点, 国内许多学者已围绕该方向

开展系列探索性研究. 文献 [27]推导了两类移位寄

存器可实现绝对等价转换的条件, 并设计了对应的

结构转换算法. 文献 [28]改进了两种移位寄存器转

换的方法, 证明了 Fibonacci型移位寄存器无法转化

为级数更低的弱等价 Galois型寄存器. 文献 [29]研

究了 Galois移位寄存器的可观测性矩阵的特性, 建
立了系统退化判定条件与向 Fibonacci型寄存器等

价转换的准则 . 文献 [30]分析了 Galois结构与

Fibonacci结构之间的等价关系和非奇异性, 明确了

该研究结果与现有结论之间的包含关系 . 文献

[31]研究了两类移位寄存器的等价性, 构造了两类

全新的等价 Galois型寄存器. 综合现有研究可知, 当
前两类移位寄存器的转换研究多依托传统算法与复

杂组合理论展开. 能否仅基于移位寄存器的结构矩

阵 , 直观、高效地推演 Galois型移位寄存器向

Fibonacci型移位寄存器转换的判定条件, 仍是有待

深入探讨的研究方向.
基于以上讨论, 本文研究 Galois型非线性反馈

移位寄存器向 Fibonacci型非线性反馈移位寄存器

转换的充分必要图论条件. 本文的主要创新点如下:
(i) 构建了 Galois型移位寄存器向 Fibonacci型

移位寄存器转换的系统性代数分析框架, 为两类移

位寄存器的结构等价变换与特性分析提供了统一、

完善的理论支撑, 完善了布尔网络框架下移位寄存

器之间转换的研究体系;
(ii) 仅依据 Galois型移位寄存器的状态转移矩

阵中非零元素所在的行与列位置指标, 推导得到两

类寄存器实现等价转换的图论判定条件, 并给出了

用于实现等价转换的置换矩阵的构造方法. 

1    预备知识

为了叙述方便, 本文用到的相关符号如下:
D := {0, 1}1)  ;

Dn := D × . . .×D︸ ︷︷ ︸
n

2)  ;

∆m := {δi
m | i = 1, 2, . . . ,m} δi

m

Im i

3)  , 其中 为单

位矩阵 的第 列;
∆ := {δ1

2 , δ
2
2}4)  ;

Coli(L) L i5)  : 矩阵 的第 列;
Col(L) L6)  : 矩阵 的列向量的集合;
Rm×n m× n7)  : 所有 实矩阵的集合;
1n 1 n8)  : 元素全为 的 维列向量;
0n 0 n9)  : 元素全为 的 维列向量;
|S| S S10)  : 集合 的基数, 即 中元素的个数;
⊕ 211)  : 模 加法;
A⊤ A12)  : 矩阵 的转置.

L ∈ Rm×n Col(L) ⊆ ∆m L

Lm×n m× n

L = [δi1
mδ

i2
m . . . δin

m ] := δm[i1 i2 . . . in]

若矩阵 满足 , 则称 为

逻辑矩阵. 记 为所有 逻辑矩阵的集合. 为
表达简便, 记 .

A ∈ Ra×b B ∈ Rc×d

A B A⋉B = (A⊗ Iα

b
)

定义 1[32]
　已知 ,  , 则矩阵

与 的 半 张 量 积 定 义 为
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(B ⊗ Iα

c
) α b c ⊗, 其中 为 和 的最小公倍数 ,  表示

Kronecker积.
b = c A B

⋉

当 时, 矩阵 与 的半张量积退化为普通

矩阵乘法, 这表明半张量积是传统矩阵乘法的一种

推广. 在不引起歧义的情况下, 在后面的表达中符

号" "通常被省略.
A ∈ Ra×b B ∈ Rc×b A

B

定义 2[33]
　已知 ,  , 则 和

的 Khatri-Rao积定义为

A ∗B = [Col1(A)⊗ Col1(B), . . . ,

Colb(A)⊗ Colb(B)].

A ∈ Rm×n B ∈ Rp×q C ∈
Rn×s D ∈ Rq×r (AC)⊗
(BD) = (A⊗B)(C ⊗D) AC BD

引 理 1[34]
　 设 ,  , 

,  .  Kronecker积有如下性质

, 其中 与 为普通

矩阵乘法.
X ∈ ∆m Y ∈ ∆n L1, L2 ∈ Lm×m

Y = (1⊤mX)⊗ (InY ) = (1⊤m ⊗ In)XY (L1X)

(L2X) = (L1 ∗ L2)X

已 知 ,  ,  ,  则
以 及

.
1 0 δ1

2 δ2
2

1 ∼ δ1
2 0 ∼ δ2

2 (i1, i2, . . . , in) ∈ Dn

δi
2n = ⋉n

l=1δ
2−il
2 ∈ ∆2n

将逻辑值 与 等价为向量形式 与 , 记为

,  , 则对于任意 , 有
.

f(X1, X2, . . . , Xn) : D
n → D

F ∈ L2×2n

f f(x1, x2, . . . , xn) =

Fx1 ⋉ x2 . . .⋉ xn xi = δ2−Xi
2 ∈ ∆

引理 2[32]
　设 为

一个逻辑函数, 则存在唯一的逻辑矩阵 ,
称 为 的 结 构 矩 阵 ,  使 得

, 其中 .
n一个 阶 Galois型移位寄存器的逻辑表达式为

Xi(t+ 1) = fi(X1(t), X2(t), . . . , Xn(t)),

i = 1, 2, . . . , n, (1)

fi : D
n → D Xi(t) ∈ D i

t

其中 是逻辑函数 ,  是第 个

寄存器在 时刻的值.
xi = δ2−Xi

2 ∈ ∆ x(t) = ⋉n
i=1xi(t)

fi Mfi ∈
L2×2n xi(t+ 1) = Mfix(t)

1

设 ,  . 由引理 2,
对于每一个 , 都存在唯一的结构矩阵  

, 使得 . 借助矩阵半张量

积, 则 Galois型移位寄存器 ( )的等价代数表达形

式为

x(t+ 1) = Gx(t), (2)

G = Mf1 ∗Mf2 ∗ . . . ∗Mfn G ∈ L2n×2n这里 .  称为

系统的状态转移矩阵.
n一个 阶 Fibonacci型移位寄存器的逻辑表达式

为 {
Zi(t+ 1) = Zi+1(t), i = 1, 2, . . . , n− 1,

Zn(t+ 1) = f(Z1(t), Z2(t), . . . , Zn(t)),
(3)

f : Dn → D Zj(t) ∈ D j ∈ {1,
2, . . . , n} i t (Z1(t),

Z2(t), . . . , Zn(t))

其中 是逻辑函数 ,  , 
是第 个寄存器在 时刻的值 . 

表示 Fibonacci型移位寄存器在

t时刻的状态.
zi = δ2−Zi

2 ∈ ∆ z(t) = ⋉n
i=1zi(t)

Mf ∈ L2×2n zn(t+ 1) = Mfz(t)

设     ,      , 则存在唯一

的结构矩阵     , 使得     .
因此 Fibonacci型移位寄存器 (3)的等价代数形式为{

zi(t+ 1) = zi+1(t), i = 1, 2, . . . , n− 1,

zn(t+ 1) = Mfz(t).
(4)

⋉n−1
i=1 zi(t+ 1) = ⋉n

i=2zi(t) = (1⊤2 ⊗
I2n−1)⋉n

i=1 zi(t)

由 (4)得
. 因而系统 (4)可转化为

z(t+ 1) = Fz(t), (5)

F = (1⊤2 ⊗ I2n−1) ∗Mf F ∈ L2n×2n其 中 .  称 为

Fibonacci型移位寄存器的状态转移矩阵.

Mf = δ2[ i1 i2 . . . in ]

F

推论 1　设 Fibonacci型移位寄存器 (4)的反馈

函数的结构矩阵为 , 则其状态

转移矩阵 有如下形式:

F =[δ1
2n−1δ

i1
2 δ2

2n−1δ
i2
2 . . . δ2n−1

2n−1δ
i
2n−1

2 −→

←− δ1
2n−1δ

i
2n−1+1

2 δ2
2n−1δ

i
2n−1+2

2 . . . δ2n−1

2n−1δ
i2n
2 ],
(6)

ij ∈ {1, 2} j = 1, 2, . . . , 2n其中 ,  .
定义 3[35]

　已知逻辑映射

Zi = gi(X1, X2, . . . , Xn), i = 1, 2, . . . , n, (7)

Xi, Zi ∈ D g = (g1, g2, . . . , gn)
⊤

g

其中 . 若逻辑函数

为双射, 则称 为逻辑坐标变换.
xi = δ2−Xi

2 zi = δ2−Zi
2 x(t) = ⋉n

i=1xi(t)

z(t) = ⋉n
i=1zi(t)

z(t) = Tx(t) T ∈ L2n×2n

g

T

设 ,  , 记 ,
, 则 (7)式的代数形式可表示为

, 其中 是逻辑坐标变换 (7)
的结构矩阵. 逻辑映射 是逻辑坐标变换当且仅当

是置换矩阵. 

2    主要结果

本节将利用 Fibonacci型移位寄存器的状态转

移矩阵的性质, 通过分析 Fibonacci型移位寄存器的

状态转移矩阵的行指标与列指标之间的关系, 推导

Galois型移位寄存器与 Fibonacci型移位寄存器之间

可相互转换的图条件.
g : Dn → Dn定义 4　若存在逻辑坐标变换 , 使

得系统 (1)可以被转换为系统 (3), 则称 Galois型移

位寄存器 (1)可被转换为 Fibonacci型移位寄器 (3).

T ∈ L2n×2n TGT⊤ = F

定理 1　Galois型移位寄存器 (2)可转换成

Fibonacci型移位寄存器 (5)当且仅当存在置换矩阵

使得 .
g : Dn

→ Dn

g : Dn → Dn z(k) =

Tx(k) T ∈ L2n×2n

证明　由定义 4得, 存在逻辑坐标变换

使得系统 (1) 可以被转换为系统 (3). 利用矩

阵半张量积, 可得 的代数形式

, 其中 是置换矩阵. 在该变换下, 系

第x期 王腾艺 等: Galois型移位寄存器可转换为 Fibonacci型移位寄存器的图条件 3



z(k + 1) = TGT⊤z(k)

TGT⊤ = F

统 (2)被转换为 的形式. 进而可

得 Galois型移位寄存器 (2)可以被转换为 Fibonacci
型移位寄存器 (4)的充要条件为 . □

T给定一个置换矩阵 . 设

T⊤ = δ2n [j1 j2 . . . j2n ],

G = [G⊤
1 G⊤

2 . . . G⊤
2n ]

⊤, (8)

Gi(i ∈ {1, 2, . . . , 2n}) G i其中 为 的第 行. 进而可得

TGT⊤ =

([G⊤
1 G⊤

2 . . . G⊤
2n ]δ2n [j1 j2 . . . −→

←− j2n ])
⊤T⊤ = [G⊤

j1
G⊤

j2
. . . G⊤

j2n
]⊤T⊤. (9)

由定理 1可得, 若 Galois型移位寄存器 (2)可转

换成 Fibonacci型移位寄存器 (5), 则矩阵 (9)具有 (6)
所示的形式.

G考虑系统 (2)的状态转移矩阵 , 令

S = {1, 2, . . . , 2n}. (10)

G根据矩阵 中非零元素所在的行与列, 定义集

合族:

Si = {j | (G)ij = 1}, (11)

i ∈ S其中 . 进而由 (8)可得{
Sj2l−1

= {j | Colj(Gj2l−1
) = 1},

Sj2l
= {j | Colj(Gj2l

) = 1},
(12)

j2l−1, j2l ∈ S其中 .
{Pi}µi=1 S = {1, 2, . . . , 2n}

µ∪
l=1

Pl = S |Pl| =
2n

µ

定义 5　集合族 称为

的等点划分, 若 且 .

S G

Si G i

S
2n∪
i=1

Si

由 (10)定义的集合 表示逻辑矩阵 的所有行

指标, 由 (11)定义的集合 表示逻辑矩阵 的第 行

中非零元素所在的列指标 . 基于集合 和集合族

以及定义 5, 我们有下面的结论.

{k1, k2} {k3, k4} . . . {k2n−1, k2n}

定理 2　Galois型移位寄存器 (2)可转换为

Fibonacci型移位寄存器 (5)当且仅当存在集合 (10)
的等点划分 ,  ,  ,  , 使
得由 (11)定义的集合族满足以下条件

Sk1

∪
Sk2

= {k1, k2n−1+1},
Sk3

∪
Sk4

= {k2, k2n−1+2},
...

Sk
2n−1−1

∪
Sk

2n−1
= {k2n−2 , k2n−1+2n−2},

Sk
2n−1+1

∪
Sk

2n−1+2
= {k2n−2+1, k2n−1+2n−2+1},

...

Sk2n−1

∪
Sk2n

= {k2n−1 , k2n}.
(13)

ji = ki i = 1, 2,

. . . , 2n T⊤= δ2n [k1 k2 . . . k2n ]

证明　 (充分性 ) 在 (8)中令 , 
, 即   , 进而由 (9)得

TGT⊤=[G⊤
k1

G⊤
k2
. . . G⊤

k2n
]⊤δ2n [k1 k2 . . . k2n ] (14)

且 {
Sk2l−1

= {j | Colj(Gk2l−1
) = 1},

Sk2l
= {j | Colj(Gk2l

) = 1}.
(15)

Sk2l−1

∪
Sk2l

= {kl, k2n−1+l} l =

1, 2, . . . , 2n−1

由 (13)可得,  , 

. 基于 (14)和 (15)可得[
Gk2l−1

Gk2l

]
δ2n [k1 k2 . . . k2n ] =

[02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
l−1

δpl
2 02 . . . 02 δ

p
2n−1+l

2 02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n−(2n−1+l)

], (16)

pl p2n−1+l其中,  和 的值按如下规则确定:
kl ∈ Sk2l−1

pl = 1 kl ∈ Sk2l

pl = 2

a)  若 ,  则 ;  若 ,  则
;

k2n−1+l ∈ Sk2l−1
p2n−1+l = 1

k2n−1+l ∈ Sk2l
p2n−1+l = 2

b)  若 ,  则 ;  若

, 则 .
由 (16)得

TGT⊤ =

[δ1
2n−1δ

p1
2 δ2

2n−1δ
p2
2 . . . δ2n−1

2n−1δ
p
2n−1

2 −→
←− δ1

2n−1δ
p
2n−1+1

2 δ2
2n−1δ

p
2n−1+2

2 . . . δ2n−1

2n−1δ
p2n
2 ],

pi ∈ {1, 2}
T TGT⊤ = F

其中 , 这表明矩阵 (14)具有 (6)所示的形

式, 即存在一个置换矩阵 使得 . 由定

理 1, Galois型移位寄存器 (2)可以转换为 Fibonacci
型移位寄存器 (5). 充分性得证.

T⊤ = δ2n [k1 k2 . . . k2n ]

TGT⊤

(必要性) 假设 Galois型移位寄存器 (2)能够转

换为 Fibonacci型移位寄存器 (5), 根据定理 1, 存在

一个置换矩阵 使得矩阵

具有 (6)所示的形式. 由 (6)和 (9)可得

[G⊤
k1

G⊤
k2

. . . G⊤
k2n

]⊤δ2n [k1 k2 . . . k2n ] =

[δ1
2n−1δ

i1
2 δ2

2n−1δ
i2
2 . . . δ2n−1

2n−1δ
i
2n−1

2 −→

←− δ1
2n−1δ

i
2n−1+1

2 δ2
2n−1δ

i
2n−1+2

2 . . . δ2n−1

2n−1δ
i2n
2 ],

进而[
Gk2l−1

Gk2l

]
δ2n [k1 k2 . . . k2n ] =

[02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
l−1

δil
2 02 . . . 02 δ

i
2n−1+l

2 02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n−(2n−1+l)

], (17)

l = 1, 2, . . . , 2n−1 {j|Colj(Gk2l−1
)

= 1}
∪
{j|Colj(Gk2l

) = 1} = {kl, k2n−1+l}
Sk2l−1

∪
Sk2l

= {kl, k2n−1+l}

其中 . 由 (17)得

.  进 而 ,
基于 (12)得 , 即 (13)满

足. 必要性得证. □

G(V,E) V E

V = {1, 2, . . . , 2n} G(V,E) (j, i) ∈
E (G)ij = 1 (G)ij = 1 i

记 Galois型移位寄存器 (2)的状态转移图为

, 其由顶点集 和有向边集 构成 , 其中

,  有一条有向边

当且仅当 . 若 , 则称顶点 为顶
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j V1 V点 的一个出邻点. 设 为 的一个子集, 并令

N (V1) = {i|(G)ij = 1, j ∈ V1}, (18)

N (V1) V1 {k2i−1,

k2i} {ki, k2n−1+i}
则称 是 的出邻居 . 由 (18) 得 , 集合

是集合 中点的出邻居集. 基于以上

讨论, 满足条件 (13)的 Galois型移位寄存器的状态

转移矩阵的状态转移图如图 1所示, 箭头的含义为

箭头尾部所连顶点集的出邻居即为箭头头部所连的

顶点集.
 
 

∙ ∙ ∙

∙ ∙ ∙

k1 k2 k3 k4

k2        +1
n- 1 k2        +2

n- 1 k2        +3
n- 1 k2        +4

n- 1

k2        -1
n- 2 ∙ ∙ ∙

∙ ∙ ∙

k2        
n- 2 k2        +1

n- 2 k2        +2
n- 2 k2        - 3

n- 2 k2        - 2
n- 2 k2        - 1

n- 2 k2        
n- 2

k2  
nk2  - 2

nk2  - 3
n k2  - 1        

n

k2       + 2        - 1
n- 1 n- 2 k2       + 2       

n- 1 n- 2 k2       + 2        +1       
n- 1 n- 2 k2       + 2        +2    

n- 1 n- 2

图 1   满足条件 (13) 的系统的状态转移图
 

注 1　定理 2提出的基于集合划分条件 (13)的
判定准则, 完善并拓展了已有研究成果. 文献 [27]给
出了 Galois型移位寄存器向 Fibonacci型移位寄存

器转换的显式算法, 该算法的有效性受反馈函数稀

疏性约束且所得条件为充分条件; 文献 [28]拓宽了

文献 [27]中显式算法的适用范围, 但其侧重点在于

弱等价关系与模型降阶优化; 文献 [29]的结果基于

能观矩阵的秩以及状态图的同构关系; 文献 [30]建
立了基于可观测性的等价充要条件; 文献 [31]则构

建了较为完备的代数理论体系. 相较于上述已有研

究, 本文通过状态集合配对问题推导得到两类移位

寄存器可相互转换的充要条件, 建立了严格的等价

关系并给出了置换矩阵的具体构造方法. 本文所提

条件 (13)仅依赖状态矩阵的行指标与列指标, 形式

简洁、适用性强. 本文在保证理论严谨性的基础上,
有效提升了算法的实际应用价值, 为两类移位寄存

器的等价转换构建了一套统一、简洁且高效的图论

求解框架.
定理 2表明判断 Galois型移位寄存器能否转换

为 Fibonacci型移位寄存器的关键在于能否在

Galois型移位寄存器的结构矩阵的行指标集中, 找
到一个满足条件 (13)的等点划分 . 下面先给出

Galois型移位寄存器可转换为 Fibonacci型移位寄存

器的一些必要条件.
推论 2　若 Galois型移位寄存器 (2)能够转换

为 Fibonacci型移位寄存器 (5), 则下列结论成立:
G12n =[l1 l2 . . . l2n ]

⊤ li ∈ {0, 1, 2} i =

1, 2, . . . , 2n

(i)  , 其中 , 

;
{i}

∩
Si =

{i} Si

(ii) 在 (11)定义的集合中 , 满足

的 至多只有两个;

Si

{i}
∩
Si = {i} i = k1 i = k2n

(iii) 在 (11)定义的集合中, 若存在集合 满足

, 则 或 .
|Si| ⩽ 2 i = 1, 2, . . . , 2n

G li ∈ {0, 1, 2}
证明　(i) 由 (13)得,  ,  .

由于 是逻辑矩阵, 因此 .
Sk2l−1

∪
Sk2l

= {kl, k2n−1+l} l =

1, 2, . . . , 2n−1 l = 1 {k1, k2}
∩
{k1, k2n−1+1}

= k1 l = 2n−1 {k2n−1, k2n}
∩
{k2n−1 , k2n}

= k2n l ̸= 1 l ̸= 2n−1 {k2l−1, k2l}
∩

{kl, k2n−1+l} = ∅
{i}

∩
Si ̸= ∅

(ii) 由 (13)得,  , 

. 当 时 , 
. 当 时 ,     
.  当 且 时 ,  得

. 因此 , 在 (11) 定义的集合中 , 至
多存在两个集合满足 .

i = k1 i = k2n(iii) 由 (13)得 , 当 或 时 , 结论成

立. □

G

G

推论 2给出了 Galois型移位寄存器可转换为

Fibonacci型移位寄存器的若干必要条件. 由于原命

题与其逆否命题等价, 因此若矩阵 不满足推论 2
中任意一个结论, 则系统 (2)不能被转换为 Fibonacci
型移位寄存器. 反之, 从这些必要条件出发, 并结合

矩阵 的结构, 可以设计算法在集合 (10) 中寻找满

足条件 (13)的等点划分.
Ski

Skj
称集合 与 是相关的, 若其满足

|{ki, kj}
∩
(Ski

∪
Skj

)| = 1, |Ski

∪
Skj
| = 2,

Ski
∼̇Skj

S = {{ki, kj}|Ski
∼̇Skj

}
Sk1
∼̇Sk2

Sk2n−1
∼̇Sk2n

{k1, k2} {k2n−1, k2n} k2n−1+1

k2n−1

记为 . 定义集合族 .

由 (13)可 得 且 .  若 集 合

,  被确定 , 则可确定 与

. 由

Sk3

∪
Sk4

={k2, k2n−1+2},
Sk

2n−1+1

∪
Sk

2n−1+2
={k2n−2+1, k2n−1+2n−2+1}, (19)

Sk2n−3

∪
Sk2n−2

={k2n−1, k2n−1−1},
Sk

2n−1−1

∪
Sk

2n−1
={k2n−2 , k2n−1+2n−2}. (20)
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k2n−1+2 k2n−1−1可确定 与 , 进一步可以确定

{k3, k4}, {k2n−2+1, k2n−1+2n−2+1},
{k2n−3, k2n−2}, {k2n−2 , k2n−1+2n−2}.

S = {1, 2, . . . , 2n} Si =

{j|Colj(G) = δi
2n}, i ∈ S {Si}2

n

i=1 |Si|
∈ {0, 1, 2} {i}

∩
Si =

{i} S = {{ki, kj}|Ski
∼̇Skj

}

算法 1　step 1:  设 . 令
, 集合族 满足

且至多存在两个集合满足

. 构造集合族 ;
{ki1 , ki2}

{ki3 , ki4} ∈ S {ki1 , ki2}
∩
{ki3 , ki4} = ∅

{k1, k2}
{k2n−1, k2n} {k1, k2}

∩
{k1, k2n−1+1} = k1

{k2n−1, k2n}
∩
{k2n , k2n−1} = k2n

k2n−1+1 k2n−1

step 2:  根据推论 2, 首先选择集合 ,
    , 使得 . 然

后 将 两 个 集 合 分 别 重 新 标 记 为 和

,  其 中 ,
.  进 一 步 确 定

和 的取值;
k2n−1+2

k2n−1−1

step 3: 根据 (19)式和 (20)式进一步为 ,
赋值, 并确定

{k3, k4}, {k2n−2+1, k2n−1+2n−2+1},
{k2n−3, k2n−2}, {k2n−2 , k2n−1+2n−2}.

随后继续搜索

{k5, k6}, . . . , {k2n−1−3, k2n−1−2},
{k2n−1+3, k2n−1+4}, . . . , {k2n−3, k2n−2}.
最终使得 (13)式成立;

{k1, k2}
{k3, k4} . . . {k2n−1, k2n} T⊤ = δ2n [k1 k2 . . .

k2n ]

step 4: 基于满足条件 (13)的等点划分 ,
,  ,  , 令

.

TGT T = F

T T

{Si}2
n

i=1

G ∈ L2n×2n

O(22n)

注 2　算法 1给出了构造满足条件 (13)的等点

划分的系统性步骤. 需要指出的是, 满足条件 (13)的
等点划分不是唯一的, 因而满足 的非奇

异逻辑矩阵 也可能存在多个. 不同的 对应不同

的 Fibonacci型反馈函数实现, 然而所有实现对应的

系统状态转移图相互同构, 故其循环结构与周期特

征维持不变. 此外, 构造集合族 需遍历状态转

移矩阵 的所有行和列, 且最坏情况下需

遍历 个集合配对, 因此算法 1至少具有指数

阶计算复杂度. 

3    数值算例

本节将通过具体实例, 展示 Galois型移位寄存

器转换为 Fibonacci型移位寄存器的过程.
例 1　考虑 Galois型移位寄存器

x1(t+ 1) = x2(t) ∧ x3(t),

x2(t+ 1) = ¬x1(t),

x3(t+ 1) = x2(t) ∨ x3(t),

(21)

x(t+ 1) = Gx(t) G = δ8[3 7

7 8 1 5 5 6] G

其代数形式为 , 其中

. 借助 中每一行中非零元素所在的列

指标, 得到集合

S1 = {5}, S2 = ∅, S3 = {1}, S4 = ∅,

S5 = {6, 7}, S6 = {8}, S7 = {2, 3}, S8 = {4}.
TGT⊤ = F

T

基于上述集合, 寻找满足 的置换矩

阵 的具体步骤如下:
S1∼̇S3 S6∼̇S8 k1 = 1 k2 = 3

k7 = 6 k8 = 8 Sk1

∪
Sk2

= {k1, k5} Sk7

∪
Sk8

= {k4, k8} k5 = 5 k4 = 4

a)  由 且 ,  取 ,  ,
,  . 由 及

, 得 ,  .
Sk3

∪
Sk4

= {k2, k6} Sk4
= S4 = ∅

k2 = 3 Sk3
= S7 k6 = 2

b)  由 ,  且 ,
, 可得 从而 .

因此, 存在如下等点划分

{1, 3}, {7, 4}, {5, 2}, {6, 8}. (22)

T⊤ = δ8[1 3 7 4 5 2 6 8] F =

TGT⊤ = δ8[2 3 5 8 1 3 5 7]

该划分满足 (13)式. 系统 (21)的状态转移图如

图 2所示, 箭头的含义为箭头尾部所连顶点集的出

邻居即为箭头头部所连的顶点集. 由 (22)构造置换

矩阵     . 经计算可得

. 因而, Galois型移位寄

存器 (21)可转换为 Fibonacci型移位寄存器, 其表达

式如下:{
zi(t+ 1) = zi+1(t), i = 1, 2,

z3(t+ 1) = ¬z1(t) ∨ (z2(t)⊕ z3(t)).
(23)

 
 

k1

1
k2

3
k3

7
k4

4

k5

5
k6

2
k7

6
k8

8

图 2   系统 (21) 的状态转移图
 

例 2　考虑 Galois型移位寄存器
x1(t+ 1) = x2(t)⊕ x1(t),

x2(t+ 1) = x3(t),

x3(t+ 1) = x4(t),

x4(t+ 1) = x1(t)⊕ x3(t)x4(t),

(24)

x(t+ 1) = Gx(t)其代数形式为 , 其中

G = δ16[10 11 13 15 2 3 5 7 1 4 6 8 9 12 14 16].

G由 中每一行中非零元素所在的列指标, 得到

集合

S1 = {9}, S2 = {5}, S3 = {6}, S4 = {10},
S5 = {7}, S6 = {11}, S7 = {8}, S8 = {12},
S9 = {13}, S10 = {1}, S11 = {2}, S12 = {14},
S13 = {3}, S14 = {15}, S15 = {4}, S16 = {16}.
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T根据上述集合, 可给出构造置换矩阵 的具体

步骤:
S16 = {16} k1 = 16

S1∼̇S16 S2∼̇S5 k2 = 1 k15 = 2 k16 = 5

Sk1

∪
Sk2

= {k1, k9} Sk15

∪
Sk16

= {k7, k16}
k9 = 9 k7 = 7

a) 根据 和推论 2, 取 . 由于

且 , 因而令 ,  ,  .
由 和 ,
可得 ,  .

10 ∈ {k3,

k4} 11 ∈ {k13, k14} 8 ∈ {k4, k12} 13 ∈ {k5, k13}
k10, k7 ∈ {3, 4, 6, 12, 14, 15}

b) 基于集合 (19)和集合 (20), 可得    
,      ,  ,  .

进而得到 .
k10 = 6 k3 = 3 k4 =

10 k5 = 13 k6 = 12 k7 = 4 k11 = 14 k12 = 8

k13 = 11 k14 = 15

c) 取 , 由 (13)可依次确定 , 
,  ,  ,  ,  ,  ,

和 .
由此得到满足条件 (13)的划分

{16, 1}, {3, 10}, {13, 12}, {4, 7},
{9, 6}, {14, 8}, {11, 15}, {2, 5}. (25)

T

图 3是系统 (24)的状态转移图, 图中箭头的含

义为箭头尾部所连顶点集的出邻居即为箭头头部所

连顶点集. 由 (25)可得置换矩阵 为

T = δ16[2 15 3 7 16 10 8 12 9 4 13 6 5 11 14 1].
 
 

k1

16
k2

1
k3

3
k4

10
k5

13
k6
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k7

4
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6
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14
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8
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k15

2
k16
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图 3   系统 (24) 的状态转移图
 

F = TGT⊤由 得

F = δ16[1 4 5 7 9 12 14 16 2 3 6 8 10 11 13 15].

因而 ,  Galois型移位寄存器 (21)可转换为

Fibonacci型移位寄存器, 其表达式如下:
zi(t+ 1) = zi+1(t), i = 1, 2, 3,

z4(t+ 1) = ¬z1(t)⊕ ((z2(t) ∧ (z3(t) ∨ ¬z4(t)))
∨ (¬z2(t) ∧ (z3(t) ∧ z4(t)))).

T

T T = δ16[6 5 7 8

3 4 2 1 11 12 10 9 14 13 15 16] F = δ16[2 3

5 7 10 12 14 15 1 4 6 8 9 11 13 16]

F

注 3　例 2中设计的置换矩阵 并不唯一. 在文

献 [26 28]中, 置换矩阵 被设计为

,  此 时

. 尽管例 2和文

献 [26, 28]得到的 矩阵不同, 但均满足 Fibonacci
结构且状态转移图同构. 

4    结　论

本文提出了一种将 Galois型非线性反馈移位寄

存器转换为 Fibonacci型非线性反馈移位寄存器的

新方法. 研究结合两类移位寄存器的结构矩阵、集合

f(x, u)

理论以及图论方法, 推导出 Galois型移位寄存器可

转换为 Fibonacci型移位寄存器的充分必要图条件,
进一步给出了置换矩阵的构造方法. 与已有研究方

法相比, 本文所提出的方法仅依赖于 Galois型移位

寄存器的结构矩阵中非零元素的行和列的位置信息,
这有效丰富了布尔网络体系下移位寄存器相互转换

的理论框架. 后续研究将进一步探究含控制输入的

Galois型 移 位 寄 存 器 向 反 馈 函 数 为 的

Fibonacci型移位寄存器转化的可行性.
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