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摘　要: 本文针对通信网络为有向且权重非平衡的异构多智能体系统, 研究其数据驱动完全分布式优化问题. 首

先, 基于有向图的代数性质与输出调节理论, 设计含左特征向量估计器的节点自适应分布式优化协议, 无需依赖

于全局拉普拉斯矩阵的特征值, 即可处理有向图下的非平衡权重问题, 使得所有智能体的输出渐近一致并收敛至

全局代价函数 (即局部代价函数之和)的最小值. 进而, 在系统动态矩阵未知情况下, 引入数据驱动控制框架, 利

用各智能体的测量数据构造数据矩阵, 给出数据矩阵满足能控性和传输零点条件的充要判据. 此外, 提出基于数

据线性矩阵不等式的反馈增益设计方法, 以及基于数据求解线性矩阵等式的方案, 实现无需系统模型的完全分布

式优化控制. 最后, 通过互联 RLC电路网络的仿真算例验证了所提方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates the data-driven fully distributed optimization problem for heterogeneous multi-agent
systems over a directed and weight-unbalanced communication network. First, by leveraging the algebraic properties of
directed graphs and output regulation theory, a node-based adaptive distributed optimization protocol is developed. This
protocol incorporates an online estimator for the left eigenvector of the Laplacian matrix, which enables it to handle the
weight imbalance in directed networks without the need for global eigenvalues of the Laplacian matrix. As a result, all
agent  outputs  asymptotically  achieve  consensus  and  converge  to  the  unique  minimizer  of  the  global  cost  function-
defined as the sum of local cost functions. Furthermore, in the absence of knowledge of the system dynamics matrices,
a  data-driven  control  framework  is  introduced.  Local  input-state-output  measurements  are  used  to  construct  data
matrices, and then necessary and sufficient conditions are provided for these data matrices to satisfy controllability and
transmission zeros condition. Building on this, a data-dependent linear matrix inequality-based method is proposed for
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designing  state  feedback  gains,  along  with  a  data-driven  approach  for  solving  linear  matrix  equations.  This  enables
model-free and fully distributed optimization. Finally, the effectiveness of the proposed methods is validated through a
simulation example involving an interconnected network of four heterogeneous RLC circuits.
Keywords: multi-agent  systems； weight-unbalanced  communication  network； distributed  optimization； data
informativity；data-driven control；fully distributed control

 

0    引　言

在过去二十年中 , 分布式优化 (Distributed
optimization, DO)问题得到了广泛研究

[1-8]. DO的主

要目标是通过网络化系统中智能体间的局部交互,
最小化由所有智能体局部代价函数之和构成的全局

代价函数. 在算法设计方面, 文献 [9]率先提出了一

种离散时间分布式次梯度下降算法, 通过将分布式

平均一致性算法与梯度下降法相结合, 在无向网络

上解决了无约束 DO问题. 随后, 文献 [10–11]提出

了分布式次梯度投影算法, 用于求解带有局部约束

集的 DO问题. 此外, 针对智能体决策变量满足等式

或不等式约束的情况, 文献 [12-14]研究了不同类型

的约束 DO问题.
考虑到更现实的场景, 文献 [15–16]在有向网络

上提出了基于分布式 push-sum的算法, 但每个智能

体需要知道其出度以构造列随机矩阵. 作为一种改

进措施, 文献 [17]提出了一种无需智能体出度信息

的左特征向量估计方法, 其思想是利用一种额外的

增广一致性方法来设计一个平衡补偿器, 该补偿器

可以估计拉普拉斯矩阵零特征值对应的左特征向量,
并用该补偿器对梯度进行归一化. 此外, 文献 [18]采
用了一种缩放函数方法, 在不使用智能体出度信息

且无需估计左特征向量的情况下, 解决了非平衡多

智能体网络下带凸约束的 DO问题.
尽管经典的 DO算法通常在离散时间框架下制

定, 但由于信息物理系统的出现及其在机器人和自

动驾驶汽车等领域的实际应用, 研究重点已显著转

向连续时间框架. 事实上, 连续时间 DO算法在持续

努力下已得到了不断发展. 文献 [2]针对无向网络下

的无约束 DO问题提出了一种事件触发控制算法.
随后, 考虑切换平衡有向网络, 文献 [19]进一步提出

了基于事件触发通信机制的受限 DO算法, 这些算

法适用于无向或平衡有向网络的优化问题, 但代价

是施加了特殊的初始化条件.
值得提及的是上述工作的网络拓扑被限制在无

向网络或平衡有向网络. 文献 [20]为非平衡有向网

络设计了一种连续时间自适应 DO算法, 同时消除

了算法参数对全局网络信息的依赖. 然而, 该算法仅

在能预先获得拉普拉斯矩阵零特征值对应的左特征

向量时才能使用. 此外, 受文献 [17]中离散时间算法

的启发, 文献 [21]为非平衡有向网络设计了一种带

有左特征值估计器的连续时间 DO算法, 从而移除

了对左特征向量的显式依赖. 此外, 该框架在文献

[22]中解决了分布式资源分配问题.
如今, 在许多实际应用中, DO问题的研究可能

需要综合考虑智能体动力学模型和优化性能. 文献

[23]考虑了具有二阶非线性动力学的智能体的

DO问题, 并设计了一种事件触发 DO算法以降低智

能体间的通信成本. 对于欧拉-拉格朗日多智能体系

统, 文献 [24]分别针对惯性参数已知和未知的情况

开发了两种 DO算法. 文献 [25]在不等式和局部集

合约束下, 解决了无速度测量的二阶多智能体系统

的 DO问题. 随着研究的深入, 一般线性多智能体系

统的 DO问题也得到了研究. 文献 [26]为一般线性

多智能体系统提出了两类自适应 DO算法, 其中局

部目标函数需要满足一些结构约束. 文献 [27]利用

输出调节技术, 为异构线性多智能体系统构建了一

种连续时间 DO算法, 并设计了一种事件触发 DO
算法以减少通信资源的利用. 随后, 基于文献 [27]的
工作, 文献 [28]将事件触发 DO算法进一步扩展到

具有外部干扰的异构线性多智能体系统 . 文献

[29]解决了异构线性多智能体系统的 DO问题, 放
宽了现有文献 [26-28]中对目标函数和系统矩阵结

构约束的假设 . 此外 , 对于非平衡有向网络 , 文献

[30-33]利用文献 [21]中设计的左特征向量估计器,
解决了异构线性多智能体系统的 DO问题.

梳理现有成果可发现, 尽管多智能体 DO已积

累大量研究, 但仍存在两大核心局限性: 其一, 大多

数工作中算法的控制增益求解都涉及到与网络连通

性和局部目标函数相关的全局信息 (例如, 参见 [27-32]),
如拉普拉斯矩阵的第二小特征值和局部目标函数的

最小强凸常数. 这一局限性表明, 现有的 DO算法并

非完全分布式, 这极大地阻碍了 DO算法在大规模

网络中的应用. 其二, 大多数研究成果均假设智能体

动力学参数是精确已知的 (例如, 参见 [23-33]), 而在

实际应用中, 往往难以精确获取系统的动态特性, 并
且通信网络被假定为无向或权重平衡的有向, 这些

假设是理想化的, 使得此类 DO算法仅适用于特定
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场景. 因此, 如何构建适用于有向且权重非平衡通信

拓扑、模型参数未知的异构多智能体系统的完全分

布式自适应优化框架, 是一个重要且富有挑战性的

问题.
受上述讨论的启发, 本文针对通信网络为有向

且权重非平衡、动力学矩阵未知的异构多智能体系

统, 研究其数据驱动完全 DO问题, 优化算法具体的

实现框架如图 1所示. 首先, 基于输出调节理论和基

于节点的自适应参数方法, 开发了完全 DO算法框

架; 然后, 仅利用智能体的测量数据构造数据矩阵,
判别智能体系统是否满足能控性和传输零点条件,
以及求解提出算法所需的反馈增益和线性矩阵等式,
实现无需系统模型的完全 DO控制. 本文的主要贡

献总结如下:
 
 

图 1   数据驱动完全 DO 算法的实现框架
 

● 消除设计协议中参数对全局的拉普拉斯矩阵

特征值的依赖. 与现有结果 [27-32] (其参数的设计

不可避免地利用了全局信息)相比, 所提出的基于节

点的自适应 DO算法无需任何全局拓扑信息, 具有

较强的鲁棒性、适应性和可扩展性, 尤其适用于大规

模网络. 此外, 针对非平衡有向通信拓扑导致的拉普

拉斯矩阵不对称问题, 设计一个拉普拉斯矩阵左特

征向量估计器处理有向图下的非平衡权重问题. 与
无向网络或权重平衡网络的结果 (例如, 参见 [19-
22])相比, 本文进一步拓展了通信网络的结构.

● 摆脱算法设计对智能体精确动力学矩阵的先

验需求. 与现有结果 [23-33]相比, 所提出的数据驱

动基于节点的自适应 DO算法仅利用智能体本地状

态、输入和输出数据即可实现反馈增益和线性矩阵

等式的求解. 此外, 推导出仅基于采样数据的能控性

和传输零点充要校验判据, 无需系统模型即可验证

算法前置假设. 为异构多智能体 DO提供一种新的

数据型验证与设计方法.
R Ra Ra×b

a a× b Ia 1a

符号说明　   、 和 分别表示实数集、

维向量空间和 维的实数矩阵空间.  和 分

a× a a× 1

⊗ col(·)
diag{·} M−1

M⊤ M M > 0 M

∥M∥2

λmax(M) λmin(M)

M expm(M)

M pinv(M) M

别表示 维的单位矩阵和 维元素全为 1的
向 量 .  表 示 矩 阵 的 Kronecker积 .  和

分别表示列拼接向量和块对角矩阵.  和

分别表示矩阵 的逆和转置.  表示 为

正定矩阵.  表示向量的欧几里得范数或矩阵

的 Frobenius范数 .  和 分别表示矩

阵 的最大和最小特征值 .  表示矩阵

的指数运算.  表示矩阵 的广义逆.
N

G = (VG ,EG )

VG = {1, 2, . . . , N} EG ⊆ VG × VG

(j, i) ∈ EG

j i AG = [aij]N×N G

(j, i) ∈ EG aij > 0

aij = 0 aii = 0 ∀i ∈ VG G

L = [lij]N×N lii =
N∑

j=1

aij lij =

−aij i ̸= j

G

图论知识　包含 个智能体的多智能体系统通

信 网 络 由 有 向 图 表 示 ,  其 中

和 分别表示智

能体集合和通信边集合. 若 , 则称智能体

为智能体 的邻居. 记 为有向图 的

邻接矩阵 , 其中 , 若 , 则 , 否则

, 且 ,  . 图 的拉普拉斯矩阵

定 义 为 ,  其 中 且

,  . 若图中任意两个不同智能体之间均存

在有向路径, 则称图 是强连通的.
本文对通信网络有如下假设:

G假设 1　有向拓扑 是权重不平衡且强连通的.
引理 1　若假设 1成立, 有以下结论

[31]:
L

f = col(f1, f2, . . . , fN) f⊤L = 01×N

N∑
i=1

fi = 1 fi > 0 ∀i ∈ VG

● 拉普拉斯矩阵 存在对应于零特征值的左特

征向量 , 满足 ,

且 和 ,  .

L

1N

● 拉普拉斯矩阵 的零特征值为单特征值, 对
应右特征向量为 , 且所有非零特征值的实部均为

正.
L̄ = (FL + L ⊤F )

F = diag(f1, f2, . . . , fN) L̄

0 = λ1 < λ2 ≤ . . . ≤ λN

● 矩阵  为半正定矩阵 ,

其中,  , 且 的特征值可排

序为 .
limt→∞ expm(−L t) = 1Nf⊤●  . 

1    问题描述

考虑一类连续时间异构多智能体系统如下:{
ẋi(t)= As

ixi(t) +Bs
i ui(t),

yi(t)= Cs
i xi(t), i ∈ VG

(1)

xi(t) ∈ Rni ui(t) ∈ Rmi yi(t) ∈ Rq

i

As
i ∈ Rni×ni Bs

i ∈ Rni×mi Cs
i ∈ Rq×ni

Bs
i Cs

i

t

其中,  ,  和 分别为

第  个智能体的状态、输入和输出. 真实系统矩阵

,  和 均未知. 此
外,  和 为行满秩矩阵. 为简化记号, 除必要情况

外, 后续将省略时间变量 .
i ∈ VG (As

i , B
s
i )假设 2　对任意 , 矩阵对 能控.

i ∈ VG假设 3　对任意 , 满足下列秩条件 (传输
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零点条件):

rank([
As

i Bs
i

Cs
i 0q×mi

]) = ni + q.

H1i ∈
Rni×q H2i ∈ Rmi×q H3i ∈ Rmi×q

引理 2　若假设 3成立 , 则存在矩阵

,   和 , 使得如下线性

矩阵等式成立:

As
iH1i +Bs

iH2i = 0ni×q, (2a)

Cs
iH1i − Iq = 0q×q, (2b)

Bs
iH3i −H1i = 0ni×q. (2c)

证明　将矩阵等式组 (2a)和 (2b)改写为:

[
As

i Bs
i

Cs
i 0q×mi

]︸ ︷︷ ︸
Āi

[
H1i

H2i
]︸ ︷︷ ︸

H̄i

= [
0ni×q

Iq
], (3)

再由文献 [34]中的定理 1.9可得:

(Iq ⊗ Āi)vec(H̄i) = vec([
0ni×q

Iq
]). (4)

Āi

H1i H2i Bs
i H3i =

pinv(Bs
i )H1i (H1i,H2i,H3i)

由假设 3可知 行满秩, 等式 (4)有解, 即存在

和 . 又因  行满秩, 等式 (2c)的解为

. 综上, 存在矩阵组 使矩

阵等式组 (2)成立. □

gi(yi) Rq → R i ∈ VG

对于异构线性多智能体系统 (1), 每个智能体局

部代价函数为 :  ,  . 本文研究目

标为设计数据驱动完全 DO协议 (即, 不利用任何全

局拓扑信息), 使各智能体的决策变量协同收敛至全

局最优解, 即最小化局部代价函数之和, 求解如下

DO问题:

min
yi∈Rq

N∑
i=1

gi(yi), s.t. (L ⊗ Iq)y = 0Nq, (5)

y = col(y1, y2, . . . , yN)其中,  .
gi(yi) Rq → R

wi wi ya
i

yb
i ∈ Rq (ya

i − yb
i )

⊤(∇gi(y
a
i )−∇gi(y

b
i )) ⩾

wi∥ya
i − yb

i∥2
2 ∇gi(yi) Wi

Wi ya
i yb

i

∈ Rq ∥∇gi(y
a
i )−∇gi(y

b
i )∥2 ⩽ Wi∥ya

i − yb
i∥2

假设 4　局部代价函数 :  连续可

微且为 -强凸函数, 即存在正实数 , 对任意 ,
,  满 足

; 且代价函数的梯度 全局 -
Lipschitz连续 , 即存在正实数 , 对任意   , 

, 满足 .
注 1　假设 2和 4是实现异构多智能体系统的

DO的基本前提. 假设 3类似于输出调节问题中传输

零点条件
[34], 从而保证引理 2成立. 此外, 假设 3的

约束条件与文献 [27-33]相比更为宽松. 

2    主要结果

现有研究 (例如, 参见 [13, 26])已针对无向通信

拓扑设计了完全分布式自适应优化协议以求解 DO
问题, 但实际物理智能体受硬件限制, 往往仅能实现

定向通信. 为此, 本节研究权重非平衡有向拓扑下异

构线性多智能体系统 (1)完全 DO问题 (5)的求解方

法.
基于输出调节理论和节点式自适应参数方法,

提出一种含左特征向量估计器基于节点的完全 DO
协议, 以适用于权重非平衡有向通信网络:

ui = Kixi +H3iθ̇i + (H2i −KiH1i)θi, (6a)

θ̇i = (γi + γ̇i)
N∑

j=1

aij(yj − yi)+

N∑
j=1

aij(ρj − ρi)− (si
i)

−1∇gi(yi), (6b)

ρ̇i = (γi + γ̇i)
N∑

j=1

aij(yi − yj), (6c)

ṡi =
N∑

j=1

aij(sj − si), (6d)

γ̇i = ϵ⊤i ϵi = [
N∑

j=1

aij(yi − yj)]
⊤[

N∑
j=1

aij(yi − yj)],

(6e)

θi ∈ Rq ρi ∈ Rq i

si ∈ RN L

si
i i si

i(0)

= 1 j ̸= i sj
i(0) = 0 γi

γi(0) > 0 Ki ∈ Rmi×ni

As
i +Bs

iKi (H1i,H2i,

H3i)

其中,  和 为第 个智能体的辅助变量;
为拉普拉斯矩阵  零特征值对应左特征向

量的估计器 ,  为其第 个元素 , 初始值满足

且对任意 有 ;  为动态耦合增益,

初始值满足 ;  为反馈增益矩

阵 , 使矩阵  为 Hurwitz矩阵 ; 
为线性矩阵等式 (2)的解.
结合异构线性多智能体系统 (1)和协议 (6), 可

得闭环系统的紧凑形式:

ẋ = (A+BK)x+BH3θ̇ + (BH2 −BKH1)θ,
(7a)

θ̇ = −((γ + γ̇)L ⊗ Iq)y − (L ⊗ Iq)ρ−
(S−1

N ⊗ Iq)∇ḡ(y), (7b)

ρ̇ = ((γ + γ̇)L ⊗ Iq)y, (7c)

ṡ = −(L ⊗ IN)s, (7d)

γ̇i = ϵ⊤i ϵi, (7e)

x = col(x1, . . . , xN) θ = col(θ1, . . . , θN)

∇ḡ(y) = col(∇g1(y1), . . . ,∇gN(yN)) y = col(y1,

. . . , yN) ρ = col(ρ1, . . . , ρN) s = col(s1, . . . , sN)

γ = diag(γ1, . . . , γN) A = diag(As
1, . . . , A

s
N) B =

diag(Bs
1, . . . , B

s
N) C = diag(Cs

1 , . . . , C
s
N) K =

diag(K1, . . . ,KN) H1=diag(H11, . . . , H1N) H2=

diag(H21, . . . , H2N) H3 = diag(H31, . . . , H3N)

其 中 ,  ,  ,
, 

,  ,  ,
,  , 

,  , 
,  , 
,  ,
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SN = diag(s1
1, . . . , s

N
N).

Ki Ai +BiKi i ∈ VG

(H1i,H2i,H3i) i ∈ VG

γi(0) > 0 si
i(0) = 1 sj

i(0) = 0 ∀i ̸= j

(x̄, ȳ, θ̄, ρ̄)

ȳ

(L ⊗ Iq)ȳ = 0Nq ȳ = col(ȳ1, ȳ2, . . . , ȳN)

引理 3　若假设 1-4成立, 选取局部反馈增益

使 ,  为 Hurwitz矩阵, 结合线性

矩阵等式 (2)的解 ,  , 并选取初

始条件 ,   且 ,  , 则

闭环系统 (7d)的平衡点  满足 DO问题

(5)的最优性条件, 其中 为问题 (5)的唯一最优解,
即 , 其中 .

limt→∞ s(t) = limt→∞ expm (−(L ⊗ IN)t)s(0) =

(1Nf⊤ ⊗ IN)s(0) = 1N ⊗ f

limt→∞ SN(t) = F

证明　由等式 (7e), 并利用引理 1可以得到

 
,  由 此 可 推 断 出

.
(x̄, ȳ, θ̄, ρ̄)闭环系统 (7d)的平衡点 满足:

0 = (A+BK)(x̄−H1θ̄), (8a)

0 = −(F−1 ⊗ Iq)∇ḡ(ȳ)− (L ⊗ Iq)ρ̄, (8b)

0 = ((γ + γ̇)L ⊗ Iq)ȳ. (8c)

A+BK

x̄−H1θ̄ = 0 ȳ = Cx̄ =

CH1θ̄ = θ̄ ȳ L ⊗ Iq

yi i ∈ VG

y∗

因为 为 Hurwitz矩阵 , 由式 (8a)可得

,  再 由 式 (2b)可 得

. 由式 (8c)可知 属于矩阵  的零

空间, 因此, 所有智能体的输出 ,  收敛至同

一值 .
f⊤ ⊗ Iq对式 (8b)左乘 可得:

(f⊤ ⊗ Iq)(−F−1 ⊗ Iq)∇ḡ(ȳ)−
(f⊤ ⊗ Iq)(L ⊗ Iq)ρ̄ =

− (1⊤N ⊗ Iq)∇ḡ(ȳ)− (f⊤L ⊗ Iq)ρ̄ =

−
N∑
i=1

∇gi(ȳi) = 0. (9)

ȳ = Cx̄ = 1N ⊗ y∗

N∑
i=1

∇gi(ȳi) =

0 ȳ

综上可得 :  , 

, 即 为 DO问题 (5)的唯一最优解. □

xi(0) θi(0) ρi(0)

limt→∞ yi(t) = y∗ i ∈ VG

γi

定理 1　若假设 1-4成立 , 则对任意初始值

,   和 , 基于节点的分布式自适应优化

协议 (6)可求解权重非平衡有向拓扑下的 DO问题

(5), 即 ,  , 且闭环系统 (7d)
全局一致渐近稳定. 此外, 动态耦合增益 收敛至有

限稳态值.
证明　见电子附录.□

Ki Ai +BiKi

i ∈ VG

(H1i,H2i,H3i) i ∈ VG

在文献 [33]的基础上 , 证明了引理 3和定理

1的成立 , 需要设计的反馈增益 使 ,
为 Hurwitz矩阵, 并且需要求解线性矩阵等

式 (2)的解 ,  . 此外, 这些参数

的设计前提需要保证假设 2和 3的成立 . 在文献

[27-33]中, 验证这些假设的成立和求解这些参数需

Ki (H1i,H2i,

H3i) i ∈ VG

要精确的系统参数, 而在实际应用中, 往往难以获取

系统的精确动态特性. 因此, 我们接下来给出基于数

据的假设 2和 3验证和数据驱动参数求解方法, 即
仅基于收集数据求解可行的参数 和

,  .
为了方便介绍数据驱动分析与设计方法, 引入

如下定义:
[t,MiTi] ⊂ R

ℏi ℏi : [t,MiTi] → Rℑi Mi

Ti MiTi

ℏi

定义 1　考虑定义在区间 上的连

续时间信号 , 其中 .  为正

整数,  为正实数, 信号持续时间为 . 利用信号

轨迹 构造数据矩阵:

DTi
(ℏi(t)) = [ ℏi(t) ℏi(t+ Ti) . . .

ℏi(t+ (Mi − 1)Ti)] (10)

t ∈ [0, Ti)其中,  . 

2.1    数据驱动分析与设计

ur
i : [t,MiTi] → Rmi xr

i :

[t,MiTi] → Rni yr
i : [t,MiTi] → Rq

在数据采集阶段, 对异构智能体 (1)施加控制输

入信号 , 得到状态轨迹

和输出轨迹 .
结合系统 (1)和定义 (10), 系统动力学可表示为:{DTi

(ẋr
i (t))= As

iDTi
(xr

i (t)) +Bs
iDTi

(ur
i (t)),

DTi
(yi(t))= Cs

iDTi
(xr

i (t)).
(11)

受文献 [35]启发, 对式 (11)两边积分可得:

DTi
(xr

i (Ti))−DTi
(xr

i (t))︸ ︷︷ ︸
X̄r

i

=

As
i

w t+Ti

t
DTi

(xr
i (z))dz︸ ︷︷ ︸

Xr
i

+Bs
i

w t+Ti

t
DTi

(ur
i (z))dz︸ ︷︷ ︸

Ur
i

(12)

和w t+Ti

t
DTi

(yr
i (z))dz︸ ︷︷ ︸

Yr
i

= Cs
i

w t+Ti

t
DTi

(xr
i (z))dz.

(13)

X r

i

U r

i Yr

i

r t+Ti

t
xr

i (z + ℘iTi)dz

℘i = 0, . . . ,Mi − 1

积分后的状态、输入和输出数据矩阵分别为 ,
和 , 其仅需计算形如

( )的积分, 由此可得:

X̄ r
i = As

iX
r

i +Bs
iU

r

i , Y
r

i
= Cs

iX
r

i . (14)

i (X̄ r
i ,X

r

i ,U
r

i ,Y
r

i
)

(As
i , B

s
i , C

s
i )

i (X̄ r
i ,X

r

i ,U
r

i ,Y
r

i
)

能解释第 个智能体数据 的系

统矩阵可能并非唯一, 真实系统矩阵 仅

是其中一个解, 参见文献 [36]. 为此, 定义能解释第

个智能体数据  的所有系统矩阵集

合为:

Σi ≜ {(Ai, Bi, Ci)|
X̄ r

i = AiX r

i +BiU r

i ,
Yr

i
= CiX r

i ,
}, (15)
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(As
i , B

s
i , C

s
i ) ∈ Σi显然, 真实系统矩阵 .

H1i ∈ Rni×q H2i ∈ Rmi×q

H3i ∈ Rmi×q (Ai, Bi, Ci) ∈ Σi

此外, 若存在矩阵 ,  和

, 使得对任意 , 即如下

线性矩阵等式组成立:

AiH1i +BiH2i = 0ni×q, (16a)

CiH1i − Iq = 0q×q, (16b)

BiH3i −H1i = 0ni×q, (16c)

则引理 2的结论依然成立.

Ki As
i +Bs

iKi

(H1i,H2i,H3i)

Ki

(H1i,H2i,H3i)

由引理 3和定理 1可知 , 若设计的反馈增益

使 为 Hurwitz矩阵, 并求解线性矩阵

等式 (2)的解 , 将其代入控制协议

(5)即可实现异构多智能体系统的 DO控制. 而 和

的设计依赖于假设 2和假设 3的成

立. 因此, 基于数据信息论
[36], 首先给出数据满足假

设 2能控性和假设 3中传输零点条件的充要判据.
i ∈ VG (X̄ r

i ,X
r

i ,U
r

i )引理 4　对任意 , 数据    对
能控性具有信息性的充要条件为:

rank(X̄ r
i − λX r

i ) = ni, λ ∈ C. (17)

证明　离散时间系统能控性的充要条件见文献

[36]的定理 8, 连续时间异构多智能体系统 (1)的能

控性判据可由其类比得到, 此处不再赘述. □
接下来, 给出数据满足假设 3中传输零点条件

的充要判据并予以证明.
i ∈ VG (X̄ r

i ,X
r

i ,U
r

i ,Y
r

i
)引理 5　对任意 , 数据 

对假设 3中传输零点条件具有信息性且满足下述附

加条件:

rank(Yr

i
) = q (18)

im((X̄ r
i )

⊤) ∩ im((Yr

i
)⊤) = {0} (19)

成立的充要条件为:

rank([ (X̄ r
i )

⊤ (Yr

i
)⊤ ]⊤) = ni + q. (20)

(Ai, Bi, Ci) ∈ Σi证明　先证充分性 : 对任意 ,
由式 (15)可得:

[
Ai Bi

Ci 0q×mi

][
X r

i

U r

i

] = [
X̄ r

i

Yr

i

]. (21)

[ (X̄ r
i )

⊤ (Yr

i
)⊤ ]⊤

[
Ai Bi

Ci 0q×mi

]

由式 (20)可知,  行满秩, 因

此矩阵 亦行满秩, 即假设 3中传输零

点条件成立, 同时也可验证式 (18)与式 (19)成立.
(Ai, Bi, Ci) ∈ Σi

rank([
Ai Bi

Ci 0q×mi

]) = ni + q

再证必要性: 假设对任意 , 有

. 采用反证法, 先证明

下述条件成立:

rank(X̄ r
i ) = ni, (22)

zi ∈ Rni

z⊤
i zi = 1

若式 (22)不成立, 则存在非零向量 , 且
, 满足

z⊤
i X̄ r

i = z⊤
i [ Ai Bi ][

X r

i

U r

i

] = 0. (23)

Āi = Ai − ziz
⊤
i Ai B̄i = Bi − ziz

⊤
i Bi定 义 和 ,

可得

z⊤
i [ ĀiB̄i ] = z⊤

i [ Ai − ziz
⊤
i AiBi − ziz

⊤
i Bi ] =

[ z⊤
i Ai − z⊤

i Ai Bi − z⊤
i Bi ] = 0. (24)

另一方面, 有:

[ ĀiB̄i ][
X r

i

U r

i

] =

(Ai − ziz
⊤
i Ai)X r

i + (Bi − ziz
⊤
i Bi)U r

i =

[ Ai Bi ][
X r

i

U r

i

]− ziz
⊤
i [ Ai Bi ][

X r

i

U r

i

] =

X̄ r
i ,

(Āi, B̄i)

∈ Σi

最后一等号由式 (23)可得 , 这意味着

, 故满足:

rank([ Āi B̄i ]) = ni. (25)

zi = 0

显然, 式 (24)与式 (25)相互矛盾, 故假设不成

立, 即 , 式 (22)成立. 因此, 式 (18)、式 (19)与
式 (22)共同蕴含式 (20). □

(X̄ r
i ,X

r

i ,U
r

i ) Ki

(Ai, Bi) ∈ Σi

引理 4和引理 5给出了基于采集数据判别假设

2和假设 3成立性的方法, 接下来给出仅利用数据

 设计反馈增益 的充要条件, 如下定

理给出了数据对反馈增益设计具有信息性的充要判

据, 适用于所有 .
i ∈ VG

X r

i (X̄ r
i ,X

r

i ,U
r

i )

Ki Ξi ∈
RMi×ni

定理 2　对任意 , 若引理 4成立, 且数据

矩阵 行满秩 , 则数据 对反馈增益

设 计 具 有 信 息 性 当 且 仅 当 存 在 矩 阵

使如下线性矩阵不等式成立:

X r

iΞi = (X r

iΞi)
⊤ > 0, (26a)

(X̄ r
i Ξi)

⊤ + X̄ r
i Ξi < 0, (26b)

Ki = U r

iΞi(X r

iΞi)
−1

(Ai, Bi) ∈ Σi Ai +BiKi

则反馈增益  能使对任意

, 矩阵 为 Hurwitz矩阵.

X r

i Ξi(X r

iΞi)
−1 X r

i

Ki ≜ U r

iΞi(X r

iΞi)
−1 (Ai, Bi) ∈ Σi

X̄ r
i = AiX r

i +BiU r

i Ξ(X r

iΞi)
−1

X̄ r
i Ξi(X r

iΞi)
−1 = Ai +BiKi

(X r

iΞi)
−⊤ (X r

iΞi)
−1

证明　先证充分性: 线性矩阵不等式 (26a)表明

行满秩, 易验证 为 的右逆. 定义反

馈增益 , 对任意 ,

等式 两端右乘 , 可得

. 然后, 对线性矩阵不

等式 (26b)左乘 和右乘 有

(X r

iΞi)
−⊤(X̄ r

i Ξi)
⊤(X r

iΞi)
−1+

(X r

iΞi)
−⊤X̄ r

i Ξi(X r

iΞi)
−1 =

(Ai+BiKi)
⊤(X r

iΞi)
−1 + (X r

iΞi)
−⊤(Ai+BiKi)
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是负定的.
Pi ≜ (X r

iΞi)
−1 P⊤

i

= Pi > 0 (Ai +BiKi)
⊤Pi + Pi(Ai +BiKi)

< 0 Ki = U r

iΞi(X r

iΞi)
−1

(Ai, Bi) ∈ Σi Ai +BiKi

定义矩阵 , 由式 (26a)可知

, 因此有

. 这意味着反馈增益 能使对

任意 , 矩阵 为 Hurwitz矩阵.
Ki

(Ai, Bi) ∈ Σi Ai +BiKi

X r

i (X r

i )
† Ki = U r

i (X
r

i )
†

(Ai, Bi) ∈ Σi X̄ r
i = AiX r

i +BiU r

i

(X r

i )
† Ai +BiKi = X̄ r

i (X
r

i )
†

P⊤
i = Pi > 0

(X̄ r
i (X

r

i )
†)Pi + Pi(X̄ r

i (X
r

i )
†)⊤ < 0 Ξi

= (X r

i )
†Pi

Pi = X r

iΞi Ki =

U r

i (X
r

i )
† = U r

iΞiP
−1
i = U r

iΞi(X r

iΞi)
−1

再证必要性 : 假设反馈增益 能使对任意

, 矩阵 为 Hurwitz矩阵 . 因
行满秩 , 其存在右逆 使 . 对

任 意 ,  对 右 乘

, 可得 , 且该矩阵为

Hurwitz矩阵 . 因此存在正定矩阵 , 满
足 . 定义矩阵

, 则线性矩阵不等式 (26b) 成立 ; 再由

, 式 (26)亦成立 . 进一步可得 : 
. □

(X̄ r
i ,X

r

i ,U
r

i ,Y
r

i
)接下来, 给出数据  对线性矩阵

等式 (16a)和 (16b)求解具有信息性的充要条件, 线
性矩阵等式 (16c)的求解方法将在后文给出.

i ∈ VG

(X̄ r
i ,X

r

i ,U
r

i ,Y
r

i
)

Λi ∈ RMi×q

定理 3　对任意 , 若引理 5和定理 2成
立 , 则数据 对求解线性矩阵方程

(16a) 和 (16b)具有信息性的充要条件为: 存在矩阵

, 使如下等式成立:

X̄ r
i Λi = 0ni×q, (27a)

Yr

i
Λi = Iq, (27b)

H1i = X r

iΛi H2i = U r

iΛi

(Ai, Bi, Ci) ∈ Σi

则令 和 能使得对任意

, 矩阵等式 (16a)和 (16b)成立.
Λi ∈

RMi×q H1i = X r

iΛi H2i =

U r

iΛi

证明　先证充分性 : 假设存在矩阵

满足 (27a)和 (27b), 令 和

, 根据式 (15), 将式 (27a)和 (27b)改写为:

(AiX r

i +BiU r

i ) Λi = 0ni×q ⇔
AiX r

iΛi +BiU r

iΛi = 0ni×q ⇒
AiH1i +BiH2i = 0ni×q,

和

Yr

i
Λi = Iq ⇔ CiX r

iΛi = Iq ⇒ CiH1i = Iq.

H1i =

X r

iΛi H2i = U r

iΛi (Ai, Bi, Ci) ∈ Σi

即线性矩阵等式 (16a)和 (16b)有解

和 , 适用于所有 .
(X̄ r

i ,X
r

i ,U
r

i ,Y
r

i
)

(Ai, Bi, Ci) ∈ Σi H1i H2i

再证必要性: 假设数据  对求解

线性矩阵等式 (16a)和 (16b)具有信息性, 则对任意

, 存在解 和 .
Σx

0i由定理 2成立, 存在集合 满足
[37]:

Σx
0i≜{(A0i, B0i, Ci)|

0ni×Mi
=A0iX r

i+B0iU r

i ,
Yr

i
=CiX r

i ,
},
(28)

(Ai +A0i, Bi +B0i, Ci) ∈ Σi

(Ai, Bi, Ci) ∈ Σi

(Ai +A0i, Bi +B0i, Ci)

则有 . 因线性矩

阵等式 (16a)和 (16b)对所有 有解,

故对 亦成立:

(Ai+A0i)H1i+(Bi+B0i)H2i=0ni×q, CiH1i=Iq.

(A0i, B0i, Ci) ∈
Σx

0i

再由式 (16a)和 (16b), 对任意

, 可得:

[ A0i B0i ][
H1i

H2i
] = 0ni×q, CiH1i = Iq.

由此可得核空间包含关系:

ker
([

(X r

i )
⊤
(U r

i )
⊤
])

⊆ ker ([ H⊤
1i H⊤

2i ]) ,

该包含关系等价于像空间包含关系:

im([
H1i

H2i
]) ⊆ im([

X r

i

U r

i

]).

Λi因此存在矩阵 满足:

[
H1i

H2i
] = [

X r

i

U r

i

]Λi. (29)

结合式 (15)和式 (29), 可将线性矩阵等式

(16a)和 (16b)转化为式 (27a)和 (27b). □
Λi

H1i = X r

iΛi H2i = U r

iΛi

(Ai, Bi, Ci) ∈ Σi

[
X̄ r

i

Yr

i

]Λi = [
0ni×q

Iq
]

(Iq ⊗ [ (X̄ r
i )

⊤ (Yr

i
)⊤ ]⊤)︸ ︷︷ ︸

Dai

vec(Λi) = vec([
0ni×q

Iq
])

Dai

Λi H1i = X r

iΛi H2i = U r

iΛi

注 2　 由定理 3可知, 若求得矩阵 , 则可由

和 得 到 线 性 矩 阵 等 式

(16a)和 (16b)的解 , 适用于所有 .

式 (27a)和 (27b)的求解方法与引理 2类似, 可将其

改 写 为   .  进 一 步 可 得

. 由引理 5成立可知矩阵 行满秩, 因此可求得矩

阵 , 进而求得 和  .

在给出线性矩阵等式 (16c)的数据驱动求解方

法前, 先引入如下引理.
(X̄ r

i ,X
r

i ,U
r

i )

rank([ (X r

i )
⊤ (U r

i )
⊤ ]⊤)

As
i = X̄ r

i Q1i Bs
i = X̄ r

i Q2i

Q1i Q2i [ (X r

i )
⊤ (U r

i )
⊤ ]⊤[ Q1i Q2i ]

= diag(Ini
, Imi

)

引理 6　数据  满足系统辨识信息

性的充要条件为 . 此时, 真

实系统矩阵可表示为 和  ,

其中 和 满足

.

证明　类似于文献 [36]命题 6, 故不再赘述. □

(H1i,H2i,H3i)

X̄ r
i Q2iH3i −H1i = 0ni×q

Bs
i = X̄ r

i Q2i

对于异构智能体系统 (1), 等式 (2c)和定理 3的
成 立 即 可 保 证 求 解 线 性 矩 阵 等 式 (2)的 解

. 接下来, 基于定理 3, 给出等式 (2c)

而非等式 (16c)基于数据的求解方法. 基于引理 6,
线性矩阵等式 (2c)可写为 .

由于 行满秩, 可得等式 (2c)基于数据的

解为:
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H3i = pinv(X̄ r
i Q2i)H1i, (30)

H1i其中 可由定理 3求得.

(H1i,H2i,H3i)

至此, 结合定理 3和式 (30)可依次求得线性矩

阵等式 (2)的解 .

Ki

(H1i,H2i,H3i)

结合定理 2、定理 3及式 (30), 可求得基于节点

的分布式自适应优化协议 (6) 所需的增益   与

. 在此基础上, 由定理 1可知, 权重非

平衡有向拓扑下的 DO问题 (5)得以解决. 

3    仿真算例

i

Vi I1i I2i

R1i R2i R3i Li C1i

C2i V c
1i V c

2i ILi

本节首先通过一个简化的 RLC电路网络实例

验证所提控制算法的有效性, 然后与文献 [33]中模

型驱动方法对比, 展示在无需系统动态矩阵的情况

下, 能够实现完全 DO控制. 该 RLC电路网络由文

献 [31,  33]中电路改进得到 , 如图 2所示 . 第 个

RLC电路包含电压源 、电流源 和 、三个电阻

、  和 、一个电感  以及两个电容  和
. 选取电容电压 、 和电感电流  为状态变

量, 根据基尔霍夫电流定律和电压定律, 建立电路的

动态方程:
 
 

i图 2   第 个 RLC 电路
 

ILi =
Vi − V c

1i

R1i

− C1iV̇
c
1i + I1i + I2i,

ILi = C2iV̇
c
2i + I1i + I2i,

V c
1i = V c

2i +R3i(ILi − I2i) + LiİLi+

R2i(ILi − I1i − I2i). (31)

xi = col(V c
1i, V

c
2i, ILi) ui =

col(Vi, I1i, I2i) yi = V c
1i

定 义 状 态 向 量 , 
和 , 则 RLC电路的状态空间

模型可表示为式 (1)的线性形式, 其中系统矩阵为:

Ai = [

− 1

C1iR1i

0 − 1

C1i

0 0
1

C2i
1

Li

− 1

Li

−R2i +R3i

Li

],

Bi = [

1

C1iR1i

1

C1i

1

C1i

0
1

C2i

1

C2i

0
R2i

Li

R2i +R3i

Li

], Ci = [
1
0
0
]⊤.

选取 4个由图 2中 RLC电路 (结构相同、元件

参数不同)描述的异构智能体, 式 (31)描述电路的参

数如表 1所示. 选取权重非平衡且强连通的通信网

络, 其拉普拉斯矩阵为:
 
 

表 1     式 (31) 描述的 RLC 电路的参数

i智能体 1 2 3 4

R1i Ω ( ) 2 1 0.5 3

R2i Ω ( ) 1 2 2 0.5

R3i Ω ( ) 3 2 1 0.5

C1i F ( ) 1 3 2 1

C2i F ( ) 2 1 3 0.5

Li H ( ) 3 2 1 2

 

L = [

1 −1 0 0
−1 2 0 −1
−1 0 1 0
0 0 −1 1

].

g1(y1) = 0.1y2
1 − 2y1 + 5 g2(y2) = 0.2y2

2 + y2+

10 g3(y3) = 0.3y2
3 − 3y3 − 5 g4(y4) = 0.4y2

4+

y4 + 10

y∗ = 1.5

为每个 RLC电路选取二次型局部代价函数 :

, 

,  , 

. 然后, 可验证上述系统满足假设 1-4, 且全

局代价函数的最优解可直接计算为 .

Ki

(H1i,H2i,H3i)

MiTi Mi = 15

Ti = 0.1

X̄ r
i X r

i U r

i Y
i

通过离线数据采集确定反馈增益 , 并求解线

性矩阵等式 (2)的解 . 数据采集总时

长为 秒, 将其划分为 个数据段, 每个

数据段时长 秒, 包含 10 000个采样点; 采集

数据阶段对智能体施加随机输入信号, 采用高斯白

噪声作为输入探测信号, 根据式 (12)和式 (13)得到

数据矩阵 ,  ,  和 . 通过求解定理 2中基于

数据的线性矩阵不等式 (26), 得到可行的反馈增益

矩阵为:

K1 = [
−2.9722 −0.5136 −0.1678
2.6388 0.7957 1.0439
−1.1528 0.2041 0.3641

],

K2 = [
−0.179 −1.4627 −0.7613
−0.0685 −0.4818 2.4632
−0.2525 0.9815 −0.4816

],

K3 = [
−2.9384 1.5429 −1.7796
19.7954 3.5351 0.167
−12.9187 −2.0357 0.722

],

K4 = [
−0.9764 0.2043 −5.3633
−5.6621 0.1592 1.5861
5.8211 0.0908 −0.7934

].

Λi

H1i = X r

iΛi H2i = U r

iΛi

根据注释 2求解矩阵 , 进一步得到线性矩阵

等式的解 和 为:
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H11 = [
1

−0.6175
0.7701

],H12 = [
1

−0.6101
0.7278

],

H13 = [
1

1.0272
−0.5269

],H14 = [
1

1.088
−0.0301

],

H21 = [
1

0.5392
0.2309

],H22 = [
1

0.805
−0.0772

],

H23 = [
1

−0.0272
−0.4997

],H24 = [
1

−0.176
0.1459

].

H3i此外, 结合引理 6和式 (30), 求解得到 为:

H31 = [
−0.4701
0.8767
0.3584

],H32 = [
2.3899
0.4923
0.1177

],

H33 = [
2.5409
−8.7182
5.6365

],H34 = [
4.632

−0.9676
0.4236

].

si
i(0) = 1 sj

i(0) = 0

∀i ̸= j γi(0) = 0.01 i, j = 1, 2, 3, 4

γi(t)

γi(t)

si(t)

si(t) L

f

yi(t) yi(t)

y∗ = 1.5

将上述结果代入基于节点的分布式自适应优化

协议 (6)中 . 选取初始条件  且 ,
 和 ,  , 其余初始值

随机选取. 仿真结果如图 3-5所示. 图 3描述了基于

节点的分布式自适应优化协议 (6)中动态耦合增益

的轨迹, 该图展示了 4个智能体的动态耦合增

益收敛特性, 可见各智能体的 均收敛至有限稳

态值, 验证了定理 1中关于动态耦合增益的收敛性

结论. 图 4描述了协议 (6)中左特征向量估计器

的轨迹, 可见 最终收敛至拉普拉斯矩阵 零特

征值对应的唯一左特征向量 , 实现了左特征向量的

估计. 图 5描述了所提协议下 4个 RLC电路的输出

轨迹, 可见所有智能体的输出 最终均收敛

至全局最优解 , 表明所提协议 (6)能有效解

决参数未知异构多智能体系统的 DO问题.
  

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

1

2

3

4

5

γi(t)图 3   完全 DO 协议 (6) 中的动态耦合增益 的演化过程
 

4∑
i=1

gi(yi(t))

对比仿真实验:　为进一步验证所设计数据驱

动优化协议 (6)的有效性, 与文献 [33]中模型驱动

方法 (6a-6b)进行对比仿真实验. 在仿真实验中, 采
用如文献 [31]中模型驱动方法获取反馈增益和线性

矩阵方程的解, 本文中数据驱动优化协议 (6)所需的

参数与前文一致. 基于以上设定, 图 6展示了两种控

制方法下局部代价函数之和 的演化轨

迹, 可见代价函数之和最终收敛至最优值 17.75. 通
过对比结果能够看出两种控制方法都是有效的, 且
所提方法的收敛效果不弱于文献 [33]中方法的收敛

效果. 此外, 本文中数据驱动基于节点自适应 DO算

法的设计仅利用每个智能体的输入-状态-输出数据,
而文献 [33]中求解反馈增益和线性矩阵方程都需基

于已知的智能体模型参数.
 
 

0 10 20 30 40 50 60 70 80
12

14

16

18

20

22

X 60

Y 17.75

4∑
i=1

gi(yi(t))

图 6   模型驱动和数据驱动方法下, 所有局部代价函数之和

的演化轨迹
  

4    结　论

针对动力学矩阵未知且通信网络为权重不平衡

有向图的异构多智能体系统, 本文提出了一种数据

驱动的基于节点自适应 DO算法. 通过引入左特征

向量在线估计机制与动态耦合增益, 有效克服了非

平衡有向拓扑下缺乏对称性所带来的优化难题, 实
现系统的完全 DO. 同时, 在系统矩阵完全未知的前

提下, 仅利用每个智能体的输入-状态-输出数据, 通
过求解数据依赖的线性矩阵不等式来设计反馈控制

增益, 并通过求解数据依赖的线性矩阵方程来获得

关键的输出调节等式的解. 结合左特征向量在线估

计器与动态耦合增益以及基于数据求解的反馈控制

增益和输出调节等式的解, 最终实现了异构多智能

体系统的完全分布式无模型优化控制. 本文考虑网

络为强连通有向图, 未来将进一步研究弱连通或一

般拓扑下的数据驱动完全 DO 问题及其在电力系统

资源调度
[39-40]

中的应用.
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